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Exercice 1 : 7 points

1. Calculer les sommes suivantes :

400
() >
-
(b) >

(©) Y

n=0

3"
1 .
A
3n+1 o
+ en utilisant que Z — =e.
n! —~ n!
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) —1
2. Etudier la nature de la série de terme général u,, = 1 — exp (—3)
n

1
3. (a) Déterminer la nature de la série Z Wh— 1)

+o00
1
(b) Calculer E —
—~ k(k—1)

4. On considére une suite (u,),-, dont la limite est nulle (en 'infini).
On pose, pour tout entier n, -
Uy, = 2 (Up, — Upt1)
400

Calculer Z Up,.-

n=0
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Exercice 2 : 3 points

On considére la fonction f définie par

f@) =t x [u(t) = u(t = 3)]

1. Représenter la fonction f.

2. Déterminer la transformée de Laplace de f en utilisant le formulaire.

3. Déterminer la transformée de Laplace de f par calcul intégral.
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Exercice 3 : 4 points

1l n’est pas conseillé d’utiliser la transformée de Laplace pour cet exercice.
Lors de I’étude d’un oscillateur de Wien, on est amené a considérer 1’équation différentielle

Y +72-R)y +y=0 (E)

ou 7= RC, R et C étant des constantes strictement positives.

1. En utilisant 1’équation caractéristique de (F), déterminer la valeur de 7 pour laquelle les solu-
tions de (£) sont de la forme
y:t— (at +b)e™

2. On pose R = 4. Résoudre I'équation différentielle 72y” — 27y’ +y =0 (E) en tenant compte
des conditions y(0) =0 et y(1) = 1.

3. Donner la forme des solutions de (£) dans le cas ou R = 5.
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Exercice 4 : 6 points

1. Résoudre I'équation différentielle ci-dessous en utilisant la transformée de Laplace
y'+4y' +5y =5ut) (F)

avec y(0) = ¢/(0) = 0.

Page 5/8



2. On considére I’équation différentielle (E”)
Ty +y=e" avec y(0) = 0

(a) On considére 7 # 1.
Résoudre I'équation différentielle (E') (en considérant y(0) = 0).

(b) On considére 7 = 1.
Résoudre 'équation différentielle y' 4+ y = e~ (en considérant y(0) = 0).
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Autour des transformées de Laplace

Transformées de Laplace et dérivation :

LA{f'}(p)=pL{f}(p)— f(0).
L{f"} (p) =p*LA{f} () —pf (0) = £ (0).

Plus généralement, on a : £{f™} (p) = p"L{f} (p) —p" 1 f(0) — p"2f'(0) — ... —

ou f®) désigne la dérivée k-iéme de f.

£

Transformées de Laplace de fonctions :

Expression temporelle

Expression de la transformée de Laplace

u(t) ]1)
5(1) 1
cos (wt) u(t) ]ﬁ
sin (wt) u(t) zﬁ
cosh (wt) u(?) = wa
sinh (wt) u (t) ]ﬁ
ru e
et u(t) - i -
L () 1) - SE )
f (@) w ) ey ()
e f(t) u(t) L{f}(p+a)

ft—a)u(t—a)

e PL{f} (p)

f fonction périodique de période T'

1

T ot ou L, est la transformée du motif
—_ e_

Lo(p) x

f * g (produit de convolution)

LA{f}(p) x L{g}(p)
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Développements limités au voisinage de 0 de fonctions usuelles

a(a—1) 2 + a(a—1)(a—2) 3 4t a(a—1)(a—2)...(a—n+1)

(1+2)*=1+az+ =5 )
2 3 "
1n(1+[[’):{L’—%+%—...+(_1)n*1%+xn€(x)
v _ 1 x? x3 x" "
e = +$+§+§+-~-+H+x e(x)
1‘2 1’4 n 2" 2n
cos(x):1—§+ﬂ_...+(_1) (Qn)!+x £(z)
3 xb L2+l )
] = — _ —1\» n+1
sin(r) =z i +5' +(—1) (2n+1)!+x e(x)
3 2 5
tan($):$+%+1—x5+x5e(x)

avec lime(z) =0
z—0

Page 8/8

n!

" 4 a"e(x)



