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TEST 1 DE MATHEMATIQUES (OML)

Calculatrice CASIO Collége autorisée. Documents interdits. Durée : 1,5 heure

NOM, PRENOM, GROUPE : ..ot

Exercice 1 : 2 points

1. Déterminer la transformée de Laplace du signal f :t — (¢t + 2)u(t).

2. Déterminer la transformée de Laplace du signal g : ¢ — cos(2t)e u(t).

Exercice 2 : 4 points

On considére un systéme dont les signaux d’entrée et de sortie sont respectivement notés e(t) et s(t).
On note E(p) et S(p) respectivement les transformées de Laplace de e(t) et s(t) liées par la relation

S() = 52

On souhaite étudier la réponse du systéme sur R lorsque e(t) est défini par :

1 sio<t<m
e(t)=¢ -1 sim<t<2rm
0 sit > 2w
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1. Tracer le graphe de e(t).

IS
(V)

2. Exprimer e(t) a l'aide de la fonction u et calculer la transformée de Laplace E(p) de e(t).

1 1 P
3. En utilisant que ——— = — — ———, déterminer 'expression (simplifiée) du signal s(¢
s R | p (simplifiée) g (t)

lorsque ¢t > 0.
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Exercice 3 : 4 points

1. On souhaite résoudre, sur RT, I'équation différentielle (E)

y"(t) +4y(t) = e " avec y(0) = 1 et y/(0) = 0.

Déterminer la transformée de Laplace de y(t).

2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

PP+p+1
(P> +4)(p+1)

Y(p) =
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3. Donner I'expression du signal y(t).

Exercice 4 : 10 points

Soit. A un réel strictement positif.
On considére la fonction f définie sur R, 27-périodique, telle que

A sio<t<nr
t) = - =
f®) {—A si —m<t<0

On pourra assimiler f a une fonction impaire.
On convient de noter la décomposition en série de Fourier

+o0

S{f}(t) =ao+ Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

A

—37T —Qﬂ —f 7T 2%
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1. (a) Déterminer la valeur de w.
(b) Déterminer la valeur de ag, correspondant & la moyenne de f.

(c) Déterminer la valeur des coefficients a,, du développement en série de Fourier.

2. Calculer, pour tout n > 1, b, en fonction de A et n (uniquement).
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3. (a) Calculer, en fonction de A, les coefficients by, by, b3 et by.

(b) Déterminer la moyenne quadratique f2;; de f.

(c) Déterminer la précision de 'approximation de f par la série de Fourier (tronquée) d’ordre 4.
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4. Déterminer une forme simplifiée des coefficients by, pour k > 1 et by 1 pour k > 0.

5. En utilisant I'égalité de Bessel-Parseval, calculer

Page 7/8



‘Autour des transformées de Laplace

Transformées de Laplace et dérivation :

LAS'} (p) =pLAS} (p) = £(0).

LAf"}(p) =p*L{f}(p) —pf (0) = f(0).

Plus généralement, on a : £L{f™} (p) =p"L{f} (p) — p" ' f(0) — ... = f("=1(0).
Ainsi : L{fO} (p) = p*L{f} (p) — P*f(0) = pf'(0) — f(0).

Transformées de Laplace de fonctions :

Expression temporelle Expression de la transformée de Laplace
1
u (T -
(2) 5
d(t) 1
p
cos (wt) u(t) PR
. W
sin (wt) u(t) P
cosh (wt) wu(t) .
P2 — w2
. W
sinh (w t) u (t) m
n!
t"u (t) anrl
1
—at t
e~ u(t) P
L0 u) i)
U a P
1 P
f(at) u(t) ~L{f} (5)
e~ f(t) u(t) L{f}(p+a)
ft—a)u(t—a) e *PL{f}(p)
1
f fonction périodique de période T | Lo(p) X T oot ou Ly est la transformée du motif
f = g (produit de convolution) LA{f}(p) x L{g} (p)
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CORRECTION TEST 1 DE MATHEMATIQUES (OML)

Calculatrice CASIO Collége autorisée. Documents interdits. Durée : 1,5 heure

Exercice 1 : 2 points

1. Déterminer la transformée de Laplace du signal f :t — (¢t + 2)u(t).

C{F}(p) = 1;2]9 _ 1,2

P

2. Déterminer la transformée de Laplace du signal g : ¢ — cos(2t)e u(t).

p+1 _ p+l

£{}p) = L{eos@Dut} 0+ 1) = T = e 13

Exercice 2 : 4 points

On considére un systéme dont les signaux d’entrée et de sortie sont respectivement notés e(t) et s(t).
On note E(p) et S(p) respectivement les transformées de Laplace de e(t) et s(t) liées par la relation

S() = 52

On souhaite étudier la réponse du systéme sur R lorsque e(t) est défini par :

1 sio<t<m
e(t)=¢—-1 simt<t<2rm
0 sit>2m
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1. Tracer le graphe de e(t).

e(t)
l]o———e
‘ ‘ ‘ n t
s 7 = o
—1 ————— &

(

2. Exprimer e(t) a l'aide de la fonction u et calculer la transformée de Laplace FE(p) de e(t).

e(t) =u(t) —u(t —m) — (u(t — ) —u(t — 2m)) = u(t) — 2u(t — 7) + u(t — 2m)

1—2eP" 427 (1 —¢Pm)?
p P

.

J

3. En utilisant que p

1
p(p2+1)  p pPP+1
lorsque t > 0.

— ———, déterminer l'expression (simplifiée) du signal s(t)

E(p 1 — 2e7PT 4 =27

Ainei P+l p(p? +1) p PP+l
s(t) = (1 —cos(t)) u(t) —2 (1 —cos(t — m)) u(t — m) + (1 — cos(t — 2m)) u(t — 2m)
s(t) = (1 —cos(t)) u(t) — 2 (1 + cos(t)) u(t — m) + (1 — cos(t)) u(t — 2m)

Il en résulte que

s(t) = u(t) — 2u(t — ) + u(t — 2m) — [u(t) + 2u(t — 7) + u(t — 2m)] cos(¥)

S(p) = (p) donc S(p) = = (1 —2e7P™ + ¢~ 2P7) (1— b )
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Exercice 3 : 4 points

1. On souhaite résoudre, sur R, équation différentielle (E)

y"(t) + 4y(t) = e " avec y(0) = 1 et 3/(0) = 0.

Déterminer la transformée de Laplace de y(t).

P’ L{y(t)}(p) —p+4L{y()}(p) = ; i T soit (P +4)L{y®)}(p) =p+ zﬁ Ainsi, on a

pPP+p+1
(p*+4)(p+1)

L{y®)}(p) =

.

2. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

P+p+1
(P> +4)(p+1)

Y(p) =

pP4+p+1 a bp + ¢

Y(p)lz P+Dp+1) p+1l pP+4

a=—

d
En considérant limpY'(p), ona: a+b=1 donc b =

(SRR

1 1
En considérant Y (0), il vient : 1ot Z soit c=1—4a = = Ainsi

1/ 1  4p+1
Y(p) = =
(p) 5(p+1+p2+4)

.

3. Donner I'expression du signal y(t).

Il résulte de la question précédente que

y(t) = % (et + 4 cos(2t) + % sin(2t)> u(t)
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Exercice 4 : 10 points

Soit. A un réel strictement positif.
On considére la fonction f définie sur R, 27-périodique, telle que

f(t):{A si0<t<m

—A st —7m<t<0

On pourra assimiler f a une fonction impaire.
On convient de noter la décomposition en série de Fourier

+o0

S{f}(t) =ao+ Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1

A b

—37 —2m —T ™ 2 3

1. (a) Déterminer la valeur de w.

:—:1
Y=

(b) Déterminer la valeur de ag, correspondant a la moyenne de f.

[ f est assimilée a une fonction impaire donc ag = 0.

(c) Déterminer la valeur des coefficients a,, du développement en série de Fourier.

[ f est assimilée a une fonction impaire donc, pour tout entier n non nul, a,, = 0.
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2. Calculer, pour tout n > 1, b, en fonction de A et n (uniquement).

4 [T 2A
Pour tout n > 1, b, = ?/ Asin(nt) dt = — (1 — cos(nw)).
0

nm

3. (a) Calculer, en fonction de A, les coefficients by, by, b3 et by.

4A 4A
by=—;b2=0;b3=——;b4=0,
™ 3T

(b) Déterminer la moyenne quadratique f2;; de f.

[ f? = A% sur R donc < f2 >= A2

(c) Déterminer la précision de 'approximation de f par la série de Fourier (tronquée) d’ordre

4.

La précision de 'approximation de f par la série de Fourier (tronquée) d’ordre 4 est

<4A)2 <4A)2
1\ 7 T 80
1 2 Lo

P A2 or2

donnée par P, =

\.

4. Déterminer une forme simplifiée des coefficients by, pour k > 1 et by 1 pour k > 0.

2
Pour tout n > 1, b, = — (1 — cos(nw)) donc

nmw
® by, =0 pour k> 1
4A
b = k> 0.
® 02k+1 (2k i 1)7r pour K =

5. En utilisant I'égalité de Bessel-Parseval, calculer

*2“’ 1
k:0(2k4—1y

D’apres la relation de bessel-Parseval, on a :

1 +o00 1 +o00 1 +o00 AA 2
A2 = — E b2 = = E bopi 12 soit A2 = = E (7) ce qui conduit a la I’égalité
2 4 2 £k 22\ 2k + )n q e

+OO< 1 )2_7_(2
“—~ \ (2k+1) 8

suivante

[e=]
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