universiteé My

Bordeaux INP ;

de'BORDEAUX AQUITAINE ,\\\

Florent ARNAL

ESTIMATION

& A
CARTES DE CONTROLE

Université de Bordeaux

Adresse électronique : florent.arnal@u-bordeaux.fr
Site internet : http ://flarnal.e-monsite.com
2017



Sommaire
I Rappels

II  Estimations ponctuelles
I1.1 Estimation ponctuelle de la moyenne p d'une population . . . . . . . ... ... ..
I1.2 Estimation ponctuelle de la variance o2 d'une population . . . . . . . . .. ... ..
I1.3 Estimation ponctuelle de I’écart-type o d’une population . . . . . . . ... .. ...
I1.4 Estimation ponctuelle de la proportion p d'un caractere dans une population . . . .

IIT Estimation par intervalle de confiance

IV Carte de controle de la moyenne
IV.1  Introduction . . . . . . . . . e
IV.2  Principe des cartes de controle de Shewhart . . . . .. .. ... ... ... .. ...
IV.3  Mise en place d'une carte de controle . . . . . . . .. . ... ... ... ... ....
IV.4  Utilisation d'une carte de controle . . . . . . . . . . ... .. L.

V  Résumé sur les cartes de contrdle avec R
V.1 Introduction des données . . . . . . . . e
V.2 Autour de la moyenne et de la variabilité . . . . . . ... ... 000
V.3 Autour de criteres qualitatifs . . . . . ... 0oL

VI Annexe : Valeurs des coefficients ds

© 0o o N oo oD (S U W w W

©



Introduction

Ce chapitre propose une initiation a I'utilisation des méthodes statistiques permettant d’estimer une
moyenne, une variance ou une fréquence (proportion) a partir des résultats observés sur un échan-
tillon.

On abordera, dans la premiere partie, le probleme de l'estimation ponctuelle alors que dans la
deuxieme partie, on introduire la notion d’intervalle de confiance.

On suppose que les prélevements sont effectués de maniere aléatoire et avec remise ou peuvent étre
considérés comme tels.

I Rappels

Définition :
Soit (X;)1<i<n n variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espérance p et d’écart-type o.
On rappelle que la variable aléatoire égale a la moyenne est définie par :

Xi+Xo+ ...+ X,
n

X =

La variable aléatoire égale a la variance est définie par

Définition :

Enfin, considérons des échantillons de taille n extraits d’'une méme population sur lesquels on s’inté-
resse a un caractere qualitatif.

La variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de ce caractere sur un échantillon est définie
par

X
F=—
n

ou X est la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions de ce caractere.

Théoreme :
Si le caracteére X est distribuée suivant la loi normale N (p; o) alors

vy

Théoreme : (Théoreme central limite)
Si n est grand alors la loi de X se rapproche de la loi N/ (u; %) . Ce théoreme est a utiliser lorsqu’on
n

connait pas I’écart-type de X et que I'on considere de grands échantillons (n > 30).
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Théoreme : (Distribution de Student)
Si le caracteére X est distribuée suivant la loi normale N (p; o) alors

= o Tm-
V-1

Ce théoreme est a utiliser lorsqu’on ne connait 1’écart-type de X.

Théoreéme : Soient n variables aléatoires indépendantes X1, ..., X, suivant la loi normale N (y; o).
nS? )

L’utilisation de ce théoreme nécessite que la distribution dans la population soit normale.
Théoreme : Soit une population qui contient une proportion p d’individus présentant un caractere

n

qualitatif donné. Si n est grand alors la loi de F' se rapproche de la loi N/ (p; M) Ce théoreme

est a utiliser lorsque 'on considere de grands échantillons (n > 30).

II Estimations ponctuelles

Définition : Soit a un parametre d’un modele.

Une variable Y est un estimateur sans biais de 6 si E (Y) = 6.

Une estimation ponctuelle de ce parametre 6, noté (/9\, est alors y, réalisation de la variable Y sur
I’échantillon considéré.

II.1 Estimation ponctuelle de la moyenne ;1 d’'une population

On suppose que les n variables aléatoires (X;);<i<, sont indépendantes, de méme loi, d’espérance p
et d’écart-type o.

E(7)2E<X1+X2+"‘+X") JL 1

:_ZE(Xi):E X np = p.
Théoreme : Une estimation ponctuelle de la moyenne d'une population est donnée par

n n =1

f=1z

I1.2 Estimation ponctuelle de la variance ¢? d’une population

On suppose que les n variables aléatoires (X;)1<;<, sont indépendantes, de méme loi normale N'(y; o).
Théoréme : L’espérance de la loi x%(n) est égale a n.

Il en résulte que E (%) =n — 1 ce qui conduit a la relation suivante : E (#5’2) = o

Théoreme : Une estimation ponctuelle de la variance d’une population est donnée par

g = S =
n—1 n—1
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Remarque : On considere fréquemment qu’une estimation de ’écart-type de la population est o =
/7 s mais il faut savoir qu’il s’agit d’'une estimation biaisée.
Pour obtenir une estimation de I’écart-type, on peut utiliser les étendues comme présenté ci-dessous.

I1.3 Estimation ponctuelle de ’écart-type 0 d’une population

Soit (X;)1<i<n n variables aléatoires indépendantes de méme loi N (p;0).
Les variables centrées réduites seront notées X de densité f et de fontion de répartition ®.
L’étendue R (Range en anglais) est définie ainsi

R = max(X;) — min(X;)

K3 7

On introduit W définie par

max(X;) —p  min(X;)—p  p
W — 7 . 7 —
o o o
max(X;) — p min(X;) —
Considérons M, = ——— = max(X]) et m,, = ——— = min(X7).
o ] g %

La fonction de répartition de M,, est donnée pour tout réel ¢ par

P(M, <t)=P (ﬂ(XZ‘ < t)) =[Irx <t =)

i
Ainsi, la fonction de densité de M,,, notée fy;, et obtenue par dérivation, est donnée par

far, (8) = n (f(8) x (@)

En outre, m, = min(X;) = — max(—X/) ou les X} sont cenrées réduites. Ainsi
(2 (2

E (m,) = —E (M,)

On en déduit que E(W) =E (E) = 2E (M,,).
o
On convient de noter
dy = 2E (M,,)

+oo
A Taide de logiciel de calcul formel, en caculant dy = 2 X / nt (f(t)) x [®(t)]""", on obtient :

pour n =2, dy = 1,128, o
pour n = 3, do = 1,693 (cf. Annexes).

On obtient E(W) = E (E) = dy soit E (§> = 0. Ainsi :
o

avec R = moyenne des étendues.
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I1.4 Estimation ponctuelle de la proportion p d’un caractere dans une
population

Soit une population qui contient une proportion p d’individus présentant un caractere qualitatif
donné.
La variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de ce caractere sur un échantillon est définie
par F = % ou X est la variable aléatoire égale au nombre d’appartiens de ce caractere.
X < B(n;p) donc E (X) = np ce qui conduit A E(F) =E () = LE(X) = p.

Theoreme : Une estimation ponctuelle de la proportion dans une population est donnée par

p=1r

ou f représente la proportion observée sur I’échantillon.

IIT Estimation par intervalle de confiance

Nous avons vu précédemment qu’il était possible d’avoir une estimation ponctuelle de la moyenne
i de la population en considérant .
Cependant, différents échantillons nous donneraient différentes estimations de cette moyenne.
L’estimation ponctuelle étant trop liée a 1’échantillon choisi, il est souvent intéressant de déterminer
des intervalles liés a cette moyenne qui sont appelés intervalles de confiance.

Définition : Estimer un parametre 6 par intervalle, au niveau de confiance 1 — « €]0; 1], & partir d’'un
estimateur Y revient a déterminer un réel positif n tel que

PY-n<0<Y+n=1-«
L’intervalle [y — n;y + 1] est une estimation de # par intervalle de confiance au niveau 1 — a.

Déterminons une estimation par intervalle de confiance de la moyenne p lorsque la distribution dans
la population est normale, d’espérance p et d’écart-type o connu.

Notons u, le réel tel que P (U < u,) =a. Ona: u, = ®(a) ot U — N (0;1).

Ainsi : P (—ul_% <UL ul_%) =1-a.

D’apres ce qui précede, on a : X < N (,u; \/Lﬁ) donc

\/_ﬁ
A]IISI : I —Uu o3 Ul—a - 1 — SOIt .Z —Uj_a .X - u & - ]. —
1 5 — \(/77 g 1 p) 1 ) \/ﬁ g M g 1 ) \/ﬁ

- o
ce qui conduit a P (X —Uu_g

Théoreme : (Intervalle de confiance d’une moyenne)
Lorsque la distribution dans la population est normale, d’espérance p et d’écart-type o connu, une
estimation par intervalle de confiance au niveau 1 — a de la moyenne p est donnée par

_ g _ o
]l—a: x—ul_% ;$+U1_%

Vi Vv
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Exemple : Une estimation par intervalle de confiance au niveau 0,95 est donnée par :

Togs = |T—1,96—=;7 + 1, 96—

v v

Il est tres vraisemblable que la moyenne de la population p appartienne a cet intervalle ...

IV Carte de contréle de la moyenne

IV.1 Introduction

Dans le cadre d’'une démarche qualité, il faut surveiller, par exemple, le bon fonctionnement d’ap-
pareils de mesure ou la stabilité d’une fabrication.
On met donc en place des controles en cours de fabrication sur le nombre de défectueux, la moyenne,
I’écart-type ou I'étendue. Ils permettront de surveiller la fabrication et d’enregistrer les variations au
cours du temps de la qualité de la fabrication.
On dit qu’un processus industriel est sous controle lorsque, pour le ou les caracteres pris en consi-
dération, la moyenne et la variabilité des valeurs observées (ou la proportion de défectueux) restent
stables. Une fabrication peut faire I'objet d’un controle sans étre sous controle.
Une carte de controle est un graphique sur lequel on reporte, dans 'ordre chronologique, les valeurs
d’une statistique calculée sur des échantillons, en général de méme effectif, issus de la fabrication.
Chaque point a pour abscisse le no de I’échantillon et pour ordonnée la valeur de la statistique cal-
culée sur cet échantillon (moyenne, écart-type,...). Une telle carte comporte une ligne centrale ainsi
que des limites de surveillance et de controle tracées a ’avance.
Nous allons présenter ici la carte de controle mise en place par Shewhart pour le controle de la
moyenne. Elle peut étre complétée par une carte de controle de I’écart-type ou de I’étendue pour per-
mettre de controler la dispersion (toute augmentation de cette derniere conduit a une détérioration
de la qualité de la production).

IV.2 Principe des cartes de controle de Shewhart

On préleve a intervalles réguliers des échantillons d’effectif fixe n. Pour la carte de controle de la
moyenne, on calcule pour chaque échantillon la moyenne des valeurs observées (on peut également
calculer I’étendue ou I’écart-type pour controler la dispersion).

IV.3 Mise en place d’une carte de controle

La ligne centrale d'une carte de controle correspond a la valeur cible qui correspond a I’espérance
de la statistique associée aux grandeurs mesurées.
Ainsi, pour la carte de controle de la moyenne, la valeur cible est la moyenne p de la population
considérée (estimation ou valeur de référence). Il est a noter que cette étape est plus complexe pour
la carte de controle de I'écart-type ...

Définition :

La limite supérieure de surveillance (LSS) et la limite inférieure de surveillance (LIS) sont situées a
2 écarts-types (de la statistique utilisée) de la valeur cible.

La limite supérieure de controle (LSC ou UCL en anglais) et la limite inférieure de controle (LIC ou
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LCL en anglais) situées a 3 écarts -types de la valeur Cible On a donc :

LIS = p— 2~ LSS = st + 2-—; LCL = LIC = pt — 3——; UCL = LSC = pi + 3——.
v’ vn' \/_ Vi

xbar Chart

for poids[1:20, ]
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Number of groups = 20
Center = 150 LCL = 149.8711 Number beyond limits = 0
StdDev = 0.0960877 UCL = 150.1289 Number violating runs = 0

La taille n assez faible des échantillons prélevés en cours de fabrication sous-entend que la dis-
tribution de X (égale, par exemple, a la masse des éléments de la production) est normale. Cette
hypothese est absolument nécessaire pour qu’une éventuelle validation de ’estimation de I’écart-type
soit cohérente.

Etant donné que X est distribuée suivant la loi normale A/ <,u; , on en déduit que :

o
NZD
P<M—2\/_<X<u+2—)20,954etP(u 3— < X <pu+3

NG \/_ \/ﬁ> ~ (,9973.

Conclusion : Le risque de fausse alarme est de 0,27% pour le dépassement des limites de controle et
limites de controle et de 4,6% pour celui des limites de surveillance.

IV.4 Utilisation d’une carte de controle

Voici quelques regles de décision en cours de fabrication :
e Si la valeur est entre les limites de surveillance, le résultat est satisfaisant.

e Si la valeur est entre une limite de surveillance et une limite de controle, on procede immédia-
tement a une nouvelle prise. Si le résultat ne se trouve pas entre les limites de surveillance, on
procede a un réglage.

e Si la valeur n’est pas entre les limites de controle, on procede a un réglage.

Régulierement, il faut s’assurer que la carte de controle mise en place donne des résultats sa-
tisfaisants. Si tel n’est pas le cas (sortie fréquente des limites), il faut essayer de trouver la cause
d’une éventuelle défaillance ou essayer de redéfinir les limites de cette carte. On peut signaler qu'une
carte de controle peut également étre utilisée pour un controle a posteriori en faisant apparaitre par
exemple un phénomene de dérive (plusieurs points consécutifs vers le bas, plusieurs points consécutifs
situés d'un méme coté de la cible, ..).
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V Résumé sur les cartes de controle avec R

V.1 Introduction des données

Pour réaliser des cartes de controle avec R, il faut utiliser le package qcc.
La saisie des valeurs dans un vecteur (nommé valeurs ici) et des numéros d’échantillons peut se faire
ainsi :

> # Création d'un vecteur de 20 échantillons de 5 répétitions
> valeurs = c(...)
> echantillon = rep((1:20), each = 5)

On peut également importer un fichier csv.

V.2 Autour de la moyenne et de la variabilité

Plusieurs types de cartes peuvent étre obtenues :

e Carte de contrdle de la moyenne avec estimation de I’écart-type par les étendues :

> library("gqcc")

> masses <- qcc.groups(valeurs, echantillon)

> cible = 125

> carte = gcc(masses, center=cible,type="xbar")

Création de la carte de controle avec les limites de surveillance

> LS <- limits.xbar(center=cible, std.dev=carte$std.dev, sizes=carte$sizes, conf=2)
> plot(carte, restore.par = FALSE)
> abline(h = LS, 1ty = 5, col = "red")

e Carte de controle de ’étendue

> qcc(valeurs, type="R")

e Carte de controle de I’écart-type

> qcc(valeurs, type="S")
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V.3 Autour de criteres qualitatifs

e Carte de controdle de la proportion de défectueux

> gcc(valeurs, type="p")

e Carte de controle du nombre de défectueux

> gcc(valeurs, type="np")

e Carte de controle du nombre de défauts

> qcc(valeurs, type='"c")

VI Annexe : Valeurs des coefficients d»

Table 1: Control Chart Coefficients

Subgroup
Size

7 da Iy Do Ds s Aa

2 1.128 0 3.686 o 3.267 1.880
3 1.693 8] 1.358 0 2.575 1.023
1 2.059 8] 1.608 0 2.282 0.729
5 2.326 8] 1.018 o 2.115 0577
6 2.534 0 5.078 0 2.004

7 2704 0.205 5.203 0.076 1.924

B 2847 0.387 5.307 0.136 1.864

9 2970 0.546 5.394 0.184 1.816

10 3.078 0.687 5.469 0223 1.777

11 .17 0.812 0.256 1.744

12 3258 0.924 0.284 1.716

13 336 1.026 0.308 1.692

14 3.407 1.121 0.320 1.671

15 2 1.207 0.348 1.652

20 3.735 1.548 5.922 0.414 1.586 0.180
25 3931 1.804 6.058 0.459 1.541 0.153
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