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I. GENERALITES
I Généralités

Définition 1 : Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
On appelle fonction réelle de n variables toute application f telle que :

f:R*—=R
= ($1,$2,...,.’L’n) = f(.'l?) = f(xlvx%'“axn) ’

Remarque 1 :
L’ensemble des réels (z1,za,...,2,) € R™ tels que f (1,22, ...,2,) existe correspond & l'ensemble de
définition de f.

xsin(zy)

T2 est une fonction réelle de deux variables définie sur
Y

Exemple 1 : La fonction f : (z,y) —
R\ {(0;0)}.

Définition 2 : On appelle surface représentative d'une fonction f : X € R? — R I’ensemble

T

Y ={(z,y,2) € X xR/z = f(z,9)}

FIGURE 1 — Surface de la fonction f : (z,y) — sin(z + y)

II Fonctions de R? dans R

ITI.1 Limites

Définition 3 : Soit f une fonction définie au voisinage de (a, b).

On dit que la limite de la fonction f quand (,y) tend vers (a,b) est £ si :

pour tout € > 0,il existe r > 0 tel que, pour tout (z,y) appartenant au disque de centre (a,b) et de rayon
T, |f($,y) _ £| <e.

On note : lim r,y) =~.
(w7y)—>(a,b)f( v)

Remarque 2 : On définit les limites ot ¢ = 400 de maniere analogue ...
En outre, les propriétés liées aux comparaisons, compositions, ... sont transposables aux fonctions de R?
dans R.

2 2

T
Exercice 1 Déterminer les limites suivantes : lim —— et im i
(@) =(0,0) 22 + Y2 (2.9)—(0,0) 4 4 y*
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I1.2 Continuité et dérivabilité

Définition 4 : On dit que f : Y — R est continue en un point a € U si f — f(a).
a

On dit que f est continue sur U si f est continue en tout point a € U.
Remarque 3 : Les théoremes usuels sur la continuité demeurent vrais ...

Définition 5 :
Soient f une fonction définie sur un disque ouvert de centre 2o = (a,b) et @ = (h, k) € R?\ {(0;0)}.
On dit que f est dérivable en zy suivant le vecteur U = (h, k) si Papplication

) R—R
LS { t > f(a+th,b+ tk)
Dans ce cas, on appelle dérivée de f en xo suivant le vecteur @ = (h, k), notée D— f (z0), le réel défini
par :

est dérivable en 0.

fa+thb+tk) — f(a,b)
t

D3 f (z0) = lim

Exercice 2 Soit zg = (a,b) et f la fonction définie par : f(x,y) = zy>.
1. Montrer que f est dériwable en xqy selon le vecteur U = (h, k).
—

%
2. Déterminer la dérivée de f en xo = (a,b) suivant i = (1,0) et

Définition 6 :
Soient f une fonction définie sur un disque ouvert de centre 2o = (a,b) et @ = (h, k) € R?\ {(0;0)}.
e La dérivée partielle de f en_> o par rapport a x,notée % (a,b), correspond & la dérivée de f en
xo = (a,b) suivant le vecteur 7 .
e La dérivée partielle de f en_):z:o par rapport a y,notée g—i (a,b), correspond a la dérivée de f en
xo = (a,b) suivant le vecteur j .
Ainsi :
of

% (av b)

= lim flatt,b) = f(a?) et ﬁ(a,b) = lim
t—0 t oy t—0

f(avb+t)_f(avb)
t



II. FONCTIONS DE R? DANS R

Exercice 3 Déterminer les dérivées partielles de la fonction définie sur R? par f (z,y) = x + y>.

Remarque 4 : Dans la pratique, on dérive par rapport a une variable, en considérant les autres comme
constantes.

En considérant la fonction f : (z,y) — 2% — 22y, on a :

%(zQ—sz) e T

Remarque 5 : Les regles de calcul sont les mémes que pour les dérivées des fonctions d’une variable.
Par exemple, pour un produit, on a :

B B B)
%(fg)= a—£g+fa—g

Définition 7 : On dit qu'une application f : U — R est de classe C si ses dérivées partielles existent
et sont continues.

Remarque 6 : Les fonctions polynomiales et rationnelles sont de classe C'.

Théoréme-Définition 1 : (admis)

e Si f est de classe C! sur un disque ouvert alors f est dérivable en tout zg du disque suivant tout
vecteur @ = (h, k). On a :
of of

D4 f (z0) = h%($o) 4 ka—y(xo)

e On dit alors que f est différentiable en xg.

Exercice 4 Déterminer la différentielle en xo de f: (z,y) — x et g: (x,y) — y.

Remarque 7 : L’application différentielle de f en zg = (a,b) est I'application linéaire, & valeurs dans
R, notée df(xg) définie sur I'espace vectoriel R? par : df(zo) = h%(zo) + kg—g(xo).

. _ of of
On note usuellement : df = 3. dx + 3y dy.
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I1.3 Extremum d’une fonction

Définition 8 : Soit f une fonction de classe C! sur un disque ouvert contenant .
Le gradient de f au point xg est le vecteur

81 (o)
mf(ﬂﬂo) = ’
81 ()

Exercice 5 Déterminer le gradient en xo = (a,b) de f : (z,y) — zy>.

Théoréme 1 : Soit f une fonction de classe C! sur un disque ouvert .
Si f admet un extremum local en xo € U alors

gradf(wo) = 0

Ce théoreme indique que les extrema d’une fonction ne peuvent se produire qu’en un point ou le gradient
s’annule (point critique). Par contre, la réciproque est fausse.
En un point critique, il n’y a pas nécessairement un extremum pour la fonction. Considérons par exemple la
fonction définie par f (z,y) = 22 — y2.
L’origine O(0; 0) est donc un point critique, mais ce n’est pas un point ou la fonction admet un extremum
comme le montre la représentation graphique de f donnée ci-dessous. La surface d’équation z = x2 —y? présente
une allure de ”point selle” ou de col au voisinage de 1’origine.

R =,

(o T

P ....”
S

FIGURE 2 — Surface d’équation z = 22 — 2.



II. FONCTIONS DE R? DANS R )

Exercice 6 Considérons la fonction définie sur R? par : f (z,y) = 2% + y? — 22 + 2y + 4.
Montrer que f admet un extremum que l’on déterminera.

1I.4 Dérivées partielles d’ordre 2

Définition 9 : Soit f : (21, 22) — f(21,22) une fonction définie sur un disque ouvert U.
Pour ¢,j =1 ou 2, Iapplication D;(D;f), si elle existe, est appelée dérivée partielle d’ordre 2 de f en sa
i-eme puis j-eme variable. Celle-ci est notée D; ; f.

. : . . 0? o
Remarque 8 : Lorsqu’on convient de noter x et y les variables de f, on note : Bmgy ou B—I);.

Exercice 7 Déterminer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f définie sur R? par f (z,y) = ze*Y.

Définition 10 : On dit qu'une application f : i/ — R est de classe C? si toutes les dérivées partielles
jusqu’a ordre 2 de f existent et sont continues sur U.
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Théoréme 2 : (Théoreme de Schwarz)
Si f:U — R est de classe C? alors

0zxdy B 0yox

IIT Fonctions de R" dans R

IT1.1 Généralités

Définition 11 : Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™, a € U. La dérivée partielle de f au
point a = (a1, as, ..., a,) par rapport a la i-eme variable est définie, si elle existe, par :

(a1, 03, s @) = Pr% flar,ag,...;a; + ¢, ..., ani — far,a2, ..., a4, ..., an)
=

6$i

Définition 12 : Soit f une fonction définie sur un ouvert & de R", a € U. On suppose que f admet
des dérivées partielles par rapport a chaque variable au point a.
On appelle différentielle de f en a et on note df(a) 'application linéaire de R™ dans R définie par :

s 200 ot (a),,

h :
il A om0 A 8zn n

df(a) B (hl, hg,

Remarque 9 : La différentielle def en a est donc une forme linéaire de R™ dans R.

Remarque 10 : Pour tout indice ¢, on note dz; la forme linéaire définie par dx; : h = (hy, ho, ..., hy) —
h;.
La différentielle de f s’écrit dans cette base : df(a) =

M:

1 653(:) dz; car dwx; (h) = h;.

7
Ainsi, pour une fonction f définie sur R>, on a :

of

df =52 d+8—fd +a—f

Remarque 11 : La définition du gradient vue précédemment se généralise au cas de fonctions de n
variables.
Ainsi, dans le cas de 3 variables, on a, au point g = (a,b,¢) :

. % (a,b,c)
gradf(zg) = 6—3 (a,b,c)
% (a,b,c)

I11.2 Laplacien

Définition 13 : L’opérateur laplacien, ou simplement le laplacien, est un opérateur différentiel, noté
A, égal a la somme de toutes les deuxiemes dérivées partielles non mixtes d’une variable dépendante.
Ainsi :

Af (21, T2,y y) = Z 922 (1,2, ..., Tn)
=1



IV. FONCTIONS DE R3® DANS R3

Exercice 8 Déterminer le laplacien de la fonction définie par f (z,y) = In /a2 + y2.

IV Fonctions de R? dans R?

IV.1 Divergent

Définition 14 : Une fonction f : R™ — R" telle que

f($1,I2,"' ’m’ﬂ) = (fl(xlax2a"' 7xn)"" af’n(xlax2a"' 7xn))

ou f; : R™ — R est appelée champ vectoriel.

Exemple 2 : f(z,y,2) = (ac?’ — 62yz,y> + 6zyz, 23 — nyz) notée également

f(z,y,2) = (¢ — 6xyz) i+ (y* + 6ayz) 7 + (2* — 6ayz) %.

est champ de vecteurs de R? dans R3.

Définition 15 : La divergence d'un champ de vecteurs f : R® — R3, noté div (f), est un champ scalaire
donné par la relation :
_0h O 0%

div (f) o 4 By 4 5%

En reprenant ’exemple précédent, on a :

IV.2 Rotationnel

Définition 16 : Soit f : R? — R3 tel que f(x,y,2) = (f1(z,y, 2), f2(z,y, 2), f3(z,y,2))) ot f; : R* — R.
Le rotationnel d’un champ de vecteurs f, noté rotf, est défini par :

R = (2o 2) 74 (%007 (9 _0hVg

Jy 0z

0z ox

ox oy
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Remarque 12 :
e Le rotationnel est un opérateur qui transforme un champ de vecteurs en un autre champ de

vecteurs.
- = - P h
N v j kK . o
e On note parfois : rot (f) = | 2 a% 2| voire rot (f) = % Al fo
i f2 fs 3z
- — — fs
Lopérateur 2 i + -2 j + 2 k est souvent appelé nabla et noté ?
P ox oy J Oz

On a donc :

gradf = V(f)

divf = V.f
=V Af

Exercice 9 Soit f un champ de vecteurs de R® de classe C2. Calculer div (xt(f))



V. EXERCICES

V Exercices

x
Exercice 1 : On considére la fonction f : (z,y) — S
/1.2 + yQ
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2. Montrer que, pour tous réels z et y de D, on a : |f(z,y)| < /2% + y2.

3. En déduire  lim ,Y).
(zqy)ﬂ(O;O)f( v)

Exercice 2 : Soit [ : (z,y) — ﬁLﬂyQ pour (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.
1. Déterminer %, g—i

2. En considérant f (m,xQ), montrer que f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 3 : Etudier les extrema (locaux et globaux) de la fonction f définie sur R? par :

f(z,y) =2" — 4z +3+y*>+6y

Exercice 4 : Soit f la fonction définie par
f(z,y) = x arctan Yy +In Yy
x x
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer la différentielle de f.
0% f 0% f

3. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 et vérifier que : = .
oxdy  Oyox

Exercice 5 : Déterminer les éventuelles fonctions f de classe C! solutions des systémes suivants :

of o, of o,
o Loy = et I (e = a2

.g( j= % tﬂ( y=—Y
ox Y _z2+y2€ oy Y a2 4y2

Exercice 6 : Pour les fonctions suivantes, déterminer le divergent et le rotationnel.

d f(ZC,y,Z) = ($y5_925z2)
d f (:anaz) = (2:5 - Y, _yZQa _92'2)
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