[ CORRECTION DU TEST DE MATHEMATIQUES - S2 - Juin 2024 ]

Exercice 1 : 3 points

Déterminer les transformées de Laplace des signaux a et b définis par
L. a(t) = u(t) —u(t —3)
£la}p) = (1 =) o,
1 point
2. b(t) =tu(t) —u(t —3)] = tu(t) — (t — 3)u(t — 3) — 3u(t — 3)

L{b}(p) = (1— e3p)z% - 363”%.

1 point par ligne = 2 points

Exercice 2 : 2 points

Lorsqu’un corps de masse m chute dans I’air, sa vitesse v répond a I’équation différentielle suivante :

d
(B) m= +pv=mg
_P,
(Exy) m% + pv = 0 a pour solution t — Ke m
Une solution particuliére est ¢ — 9.
P

—p
—t
Les solutions de (E) sont donc les fonctions ¢t — Ke m + g,
p

14+0,5+0,5=2 points

Exercice 3 : 3 points

1. En utilisant une formule d’Euler, montrer que : cos? § = H#S(Qe).
os? ) — (ejG J;e—je)2 _ i (299 1 o0 4 9) = 1+ 0(2)5(20)
1 point
2. Déterminer la transformée de Laplace de f définie par f(t) = cos?(wt)u(t).
LU = SE0u(0) + cos2etu}) = 3 (14 L) = LHE
2 2\p p?+4w? p(p? + 4w?)
1 point
3. En déduire la transformée de Laplace de g définie par ¢(t) = sinz(th)u(t).
o(0) = ult) = 10 done £g}p) = 3 — 5 (54 L) =2
1 point
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Exercice 4 : 5 points

On souhaite résoudre le systéme différentiel (S) suivant :

—z(t) +yt)+eult) =2'(t) et () —ylt)+e T ult) =yt

avec z(0) = y(0) = 1.
1. —ﬁ{:c}(p)+£1{y}(p)+ ]ﬁ = pL{z}(p)—1 donc (p+1)L{z}(p) - g{y}(p); %' L{x}(p)—
L{yhp) + = = PL{}(p) = 1 done —L{z}(p) + (p+ DL{y}p) = Z%_
1+0,5=1,5 point

2. D’aprés les relations précédentes, on a (p+1)L{z}(p) — L{y}(p) = —L{x}(p) + (p+ 1) L{y}(p)

d’ou
L{z}(p) = L{y}(p)

p+2 . N
On a alors pL{z}(p) = ce qui conduit a
{z}(p) Y

£(} ) = £luHr) =

140,5=1,5 point

Cppt+1) p optl t
z(t) = y(t) = (2—e ") u(?)
1 point pour DES + 1 point pour résultat = 2 points

Exercice 5 : 4 points

Résoudre I'équation différentielle suivante :

2 +x =u(t) avec  (0) =1et 2/ (0) =0

Avec la transformée de Laplace :
1 P 1
2 1 _ ==-d —
"+ DL} (p) —p = done L{z}(p) = 57— + P10
L p
p*+1) p p*+1
1
L{x = -
{z}(p) ;
on obtient donc, pour tout ¢ positif,
z(t) =1

1 point par ligne = 4 points
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Sans utiliser la transformée de Laplace :
(Eg) : 2” + 2 = 0 a pour équation caractéristique 7% + 1 = 0 dont les solutions sont j et —j.

1 point
(E'y) a donc pour solutions les fonctions ¢ — A cos(t) + B sin(t).
1 point
Une solution particuliére de (E) est ¢ +— 1.
1 point

Les solution de 2” + x = 1 sont donc de la forme ¢ +— 1 + Acos(t) + Bsin(t).

1 point
2(0) =1 donc A+1=0s0it A=0et 2/(0) =0 donc B =0.
On obtient donc, pour tout réel ¢, z(t) = 1.
Exercice 6 : 3 points
+oo /1\"
1. Calculer ) (—) .
n=0 3
NN 1 3
2 <§) B
k>0 —3
1 point
Caleuler S° -2
2. Calculer .
n:014n+1 1
e e\"n
2o g (Z) T4
n>0 n>0 —e
1 point

1" 1"
3. Calculer > (=) => (=] —-1=1.
2 >0 \ 2
1 point

k>1
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