
CORRECTION TEST 2 DE MATHÉMATIQUES Janvier 2017

Exercice 1 : 6 points

1. La série entière
∑

anz
n converge pour z = 3 − 4j de module 5 et diverge pour z = −5j de

module 5 donc RCV=5.

1 point

2. (a) lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

1

n + 2

∣

∣

∣

∣

= 0 donc RCV=+∞.

1 point

(b) lim
n→+∞

n

√

|an| = lim
n→+∞

(

1− 2

n

)n

= lim
n→+∞

en ln(1− 2

n
) = e−2 donc RCV=e2.

1 point

3. (a) sin
(

1√
n

)

∼ 1√
n

donc lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= 1 donc RCV = 1.

0,5 point

(b) sin
(

1√
n

)

∼ 1√
n

donc, d’après le théorème sur la convergence des séries de Riemann

(α = 0, 5 < 1),
+∞
∑

n=1

sin

(

1√
n

)

diverge.

0,5 point

4. (a) Le rayon de convergence de
∑

n≥0

(z

a

)n

est a car celui de
∑

n≥0

zn est 1.

∑

n≥0

(z

a

)n

=
a

a− z
.

0,5 + 0,5 = 1 point

(b) f(x) =
3

x2 + x− 2
=

1

x− 1
− 1

x+ 2
=
∑

n≥0

(

−1 +

(−1

2

)n+1
)

xn

0,5 + 0,5 = 1 point

Exercice 2 : 3 points

1. f(t) =

+∞
∑

k=0

f0 (t− kT )

0,5 point

2. f(nTe) =

+∞
∑

k=0

f0 (nTe − 3kTe) donc Z (f(nTe)) =

+∞
∑

k=0

z−3kZ (f0(nTe)) =
z3

z3 − 1
Z (f0(nTe))

1 point

3. (a) Représentation du signal f sur l’intervalle [0; 2T ] et des échantillons f(nTe) associés.

0,5 point

(b) Z (f0(nTe)) =
2
∑

k=0

f0(kTe)z
−k = z−1 + 2z−2 d’où la transformée en Z de f .

1 point
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Exercice 3 : 7 points

1. (a) La courbe de x admet 4 points anguleux donc x est dérivable sur R−{−τ−α;−τ ; τ+α; τ}.
0,5 point

(b) x′(t) =
B

α
si t ∈]− τ − α;−τ [, x′(t) =

−B

α
si t ∈]τ ; τ + α[ et x′(t) = 0 sinon.

0,5 point

(c) La représentation graphique de la dérivée de x′ est donnée en figure 1.

Figure 1 – Représentation de la fonction x′

0,5 point

2. (a) F {P} (ω) = Aθsinc
(

ωθ
2

)

.

1,5 point

(b) Le module est donné par |F {P} (ω)| = Aθ|sinc
(

ωθ
2

)

|. Ce dernier s’annule pour ω = 2kπ
θ

,
k ∈ Z. La représentation du module de la transformée de Fourier de P , en fonction de ω

est donnée en figure 2, pour A = 1 et θ = 1.

Axe des pulsations w
0 5 10 15 20 25 30 35

M
od

ul
e 

de
 la

 tr
an

sf
or

m
ée

 d
e 

F
ou

rie
r 

de
 x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figure 2 – Module de la transformée de Fourier de P pour A = 1 et θ = 1

1 point
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3. (a) x′ est impaire donc on peut utiliser que F
{

dx(t)
dt

}

(ω) = −2j

∫ α+τ

τ

x′(t) sin(ωt)dt soit

F
{

dx(t)
dt

}

(ω) =
2B

α
j

∫ α+τ

τ

sin(ωt)dt =
−2B

αω
j (cos(ω(α+ τ))− cos(ωτ)).

Or, cos a− cos b = −2 sin

(

a+ b

2

)

sin

(

a− b

2

)

donc

cos(ω(α+ τ))− cos(ωτ) = −2 sin

(

ω(α+ 2τ)

2

)

sin
(ωα

2

)

. Ainsi :

F
{

dx(t)
dt

}

(ω) =
4B

αω
j sin

(

ω(α+ 2τ)

2

)

sin
(ωα

2

)

soit

F
{

dx(t)

dt

}

(ω) = 2j B sinc
(ωα

2

)

sin
(

ω
[

τ +
α

2

])

2 points

(b) F
{

dx(t)
dt

}

(ω) = (jω)F {x(t)} (ω) donc

F {x(t)} (ω) = 2B

ω
sinc

(ωα

2

)

sin
(

ω
[

τ +
α

2

])

0,5 point

4. |F {x(t)} (ω)| = 2B

ω

∣

∣sinc
(

ωα
2

)

sin
(

ω
[

τ + α
2

])
∣

∣

0,5 point

Exercice 4 : 4 points

1. (a) Cas où x < 0, il n’y a pas de recouvrement entre f et g donc

∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt = 0

0,5 point

(b) Cas où 0 ≤ x ≤ 1, il y a recouvrement entre f et g sur [0, x] donc

∫ x

0

f(x− t)g(t)dt =

∫ x

0

(x− t)dt =
x2

2

0,5 point

(c) x > 1, il y a un recouvrement entre f et g sur [x− 1, x] donc

∫ x

x−1

f(x− t)g(t)dt =

∫ x

x−1

(x− t)dt =
1

2

0,5 point

2. Le produit de convolution est donné en figure 3.

0,5 point
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Figure 3 – Produit de convolution f ∗ g en fonction de x

3. (a) Cas 1 : Approche basée sur le produit de convolution

La transformée de Fourier de f ∗ g est donnée par

F {f ∗ g} (ω) =
∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(x)e−jωxdx

En décomposant les bornes de l’intégrale, on obtient

F {f ∗ g} (ω) =

∫ 1

0

x2

2
e−jωxdx+

∫ +∞

1

1

2
e−jωxdx

=
1

2
I(x) +

e−jω

−2jω

où I(x) =

∫ 1

0

x2e−jωxdx.

0,5 point

On procède à une première intégration par parties sur I(x) en posant

u(x) = x2 ⇒ u′(x) = 2x

v′(x) = e−jωx ⇒ v(x) =
e−jωx

−jω

et on obtient

I(x) = −e−jω

jω
+

2

jω
J(x)

où J(x) =

∫ 1

0

xe−jωxdx.

0,5 point

On procède à une deuxième intégration par parties sur I(x) en posant

u(x) = x ⇒ u′(x) = 1

v′(x) = e−jωx ⇒ v(x) = −e−jωx

jω
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et on obtient

J(x) = −e−jω

jω
− 1

(jω)2
(

e−jω − 1
)

0,5 point

Finalement, on a

F {f ∗ g} (ω) = − e−jω

(jω)2
− e−jω

(jω)3
+

1

(jω)3

0,5 point

soit 2 points pour la question

(b) Cas 2 : Approche basée sur la propriété du produit des transformées de Fourier
On obtient alors

F {f ∗ g} (ω) = F {f} (ω)F . {g} (ω)

=

∫ 1

0

te−jωtdt.

∫ ∞

0

e−jωtdt

= I(t).
1

jω

(1)

où I(t) =

∫ 1

0

te−jωtdt.

0,5 point

On procède à une intégration par partie sur I(t) en posant

u(t) = t ⇒ u′(t) = 1

v′(t) = e−jωt ⇒ v(t) = −e−jωt

jω

et on obtient

I(t) = −e−jω

jω
+

1

(jω)2
(

1− e−jω
)

0,5 point

Finalement, on a

F {f ∗ g} (ω) = − e−jω

(jω)2
− e−jω

(jω)3
+

1

(jω)3

1 point

soit 2 points pour la question
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