CORRECTION TEST 2 DE MATHEMATIQUES JANVIER 2017

Exercice 1 : 6 points

1. La série entiére »_ a,z" converge pour z = 3 — 45 de module 5 et diverge pour z = —5j de
module 5 donc RCV=5.
1 point
. Ap+1 . 1
2. (a) lim = lim = 0 donc RCV=+o00.
n—+oco | n—+4o0o n/+72
1 point
. . 2 " . In(1—2 _
b) lim {/la,| = lim (1-=) = lim ¢"™(7%) = ¢~? donc RCV—e2.
1 point

Qp+1
G,

1 d :
~ —— donc lim
Vﬁ n—-+4oo

=1 donc RCV = 1.

0,5 point

0,5 point
4. (a) Le rayon de convergence de > (E> est a car celui de > 2" est 1.

n>0 @ n>0
}2 (Z)” a

S0 \a a—z

0,5 + 0,5 = 1 point

0,5 + 0,5 = 1 point

Exercice 2 : 3 points

Lof(t) =Y folt—kT)

0,5 point
+oo +o0 23
2. f(nT.) =) fo(nT. = 3kT.) donc Z (f(nT.)) = Y = Z (fo(nT.)) = =12 (folnle))
k=0 k=0
1 point
3. (a) Représentation du signal f sur l'intervalle [0;27] et des échantillons f(nT.) associés.
0,5 point
2
(b) Z(fo(nT,)) = Z fo(kT.)z™" = 271 42272 d’ott la transformée en Z de f.
k=0
1 point

Page 1/5



Exercice 3 : 7 points

1. (a) La courbe de z admet 4 points anguleux donc x est dérivable sur R—{—7—«; —7; 74«; 7}.

0,5 point
B . -B . .
(b) 2/(t) = —sit €] —7—a;—7[, 2'(t) = — si t €]7;7 + «f et 2/(t) = 0 sinon.
a Q@
0,5 point
¢) La représentation graphique de la dérivée de 2’ est donnée en figure 1.
() g g
' (t)
A
— B/«
» |
—T -0 —T T T+
—B/a _
FIGURE 1 — Représentation de la fonction x’
0,5 point
2. (a) F{P}(w) = Absinc ().
1,5 point

(b) Le module est donné par |F {P} (w)| = Af|sinc (%) |. Ce dernier s’annule pour w = 27,

k € Z. La représentation du module de la transformée de Fourier de P, en fonction de w
est donnée en figure 2, pour A=1et § = 1.

o
=
T

Module de la transformée de Fourier de x
°
@

L L L
0 5 10 15 20 25 30 35
Axe des pulsations w

FIGURE 2 — Module de la transformée de Fourier de P pour A=1et =1

1 point
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a+T
3. (a) 2’ est impaire donc on peut utiliser que F{dZ—Y)} (w) = —2j/ 2 (t) sin(wt)dt soit

«

Or, cosa — cosb = —2sin (%er) sin (a ; b) donc

cos(w(a + 7)) — cos(wr) = —2sin (M) sin (?) Ainsi :

a+T1 _
F{dzgt)} (W) = ﬁj/T sin(wt)dt = aLuJB] (cos(w(a+ 7)) — cos(wT)).

4B . (w(a+27)) . [wa ,
dz(t) _
F{T} (w) = . Jsin (f) sin (7> soit
da(t
.7-"{ Zi)} (w) = 2j Bsinc (?) sin (w [7‘+ —])
2 points
(b) F {20 (w) = (juw)F {2(t)} (w) donc
2B
F{z(t)} (w) = — sinc (%) sin (w [7’ + %D
0,5 point
2 B 3 wo 3 o
4 F a0} @) = = Jsine (4) sin (w [7 +5])]
0,5 point
Exercice 4 : 4 points
1. (a) Casoux <0,il n’y a pas de recouvrement entre f et g donc
|ttt =0
0,5 point
(b) Cas ou 0 < x <1, il y a recouvrement entre f et g sur [0, z| donc
T T SL’Q
/ flx—t)g(t)dt = / (x —t)dt = —
0 0 2
0,5 point
(¢) = > 1, il y a un recouvrement entre f et g sur [z — 1, z| donc
x xT 1
/ flx—t)g(t)dt = / (x —t)dt = =
z—1 z—1 2
0,5 point
2. Le produit de convolution est donné en figure 3.
0,5 point
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o
3

Produit de convolution f * g
o o o o
o i o N o P o Y
= (5] N (%20 w o = o

o
o
a

o

1 1
-0.5 0

“

0.5
Valeur de x
FIGURE 3 — Produit de convolution f * g en fonction de x

(a) Cas 1 : Approche basée sur le produit de convolution

La transformée de Fourier de f * g est donnée par

Firsgy@ = [ (Fro@etds
En décomposant les bornes de l'intégrale, on obtient

le ) +C>01 )
FU*%@)I/—%ﬂ%m+/ L
0 2 i 1 2

1
ou I(x) = / rie v dy.
0

0,5 point
On procéde a une premiére intégration par parties sur /(x) en posant
u(r) =2 = u/(x) =2z
) e—jUJ$
! = e IWT —
v(z)=e v(x) -
et on obtient , )
—jw
I(2) = ==+ —J(a)
Jw o Jw
1 .
ou J(z) :/ xe 7" dx.
0
0,5 point

On procéde a une deuxiéme intégration par parties sur /(z) en posant

uz) =z =1u(r)=1 e
V(x) = e = u(x) = _¢

Jw
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et on obtient

0= G Y
0,5 point
Finalement, on a ‘
Flegh) = —o -
(Jw)*  (w)*  (w)?
0,5 point

soit 2 points pour la question

Cas 2 : Approche basée sur la propriété du produit des transformées de Fourier

On obtient alors
Fifxg}(w) =F{f}(w)F {9} (w)

1 [e'e)
= [ te 99t —Jwtqe
[ ean [ W

()=

Jw

1
ot I(t) = / te Iwtdt.
0

0,5 point
On proceéde a une intégration par partie sur /() en posant
u(t)=t=1d'(t) =1
) efjwt
V(t) = e = u(t) = ——
Jw
et on obtient ,
1) e ¥ 1 ( ﬁ'w)
= — —e
jw o (jw)?
0,5 point
Finalement, on a A }
e 7 e v 1
Fif*xgt(W)=—F5— 73+
(w)*  (w)®  (w)?
1 point

soit 2 points pour la question
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