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I Notion de variable

Les données statistiques se présentent sous la forme d’individus auxquels on associe des caractéres (appelés
également “variables statistiques”). L’ensemble des individus constitue un échantillon (ou encore une série statis-
tique), formant ainsi un sous-ensemble d’un groupe appelé “population”.

Les caracteres statistiques peuvent étre de plusieurs natures :

o Les variables qualitatives :
Les valeurs possibles d'une variable qualitative sont appelées les modalités.
Exemples : couleur de cheveux, sexe.
Remarque : On qualifie d’ordinale une variable qualitative pour laquelle la valeur mesurée sur chaque individu est
numérique (par exemple, une appréciation ot 'on qualifie le produit de Passable (1) a tres bon (5)).

e Les variables quantitatives (que 'on peut mesurer);

— Les variables quantitatives discrétes prenant des valeurs (isolées) dans un ensemble fini ou dénombrable (en
général N).
Exemple : Notes;

— Les variables quantitatives continues prenant leurs valeurs dans un intervalle de R (voire R).
Exemples : taille d’un individu, pH, masse.

II Statistique descriptive a 1 variable

II.1 Parametres de position

1. Médiane d’une série

égales) et la moitié supérieures (ou égales).

DEFINITION 1 : La médiane notée M, est un nombre réel tel que la moitié des observations lui sont inférieures (ou

caractere étant rangées par ordre croissant).
Cas d’une série discrete d’effectif total N (les observations étant rangées par ordre croissant).
On convient que :

e Si N impair, la médiane est telle que M, = x n+1.
2

2

. . . 1 TNFEN
e Si N est pair, on convient que la médiane est M, = —2—52>—.

REMARQUE 1 : La médiane partage la série statistique (x;), .,y en deux groupes de "méme effectif” (les valeurs du

Exemple 1 La série (1;3;4;6;8;8) admet pour médiane M, = 5.

2. Moyenne d’une série

DEFINITION 2 : Soit (%;),,, une série statistique.
La moyenne de cette série statistique est le réel noté & défini par :

1 N

i=1
par :

T =

nixr1 + noxo + ....... +n,x 1
R e

P
REMARQUE 2 : La moyenne (pondérée) d’une série statistique (z;;n;) telle que > n; = N est le réel noté z défini
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REMARQUE 3 : La moyenne et la médiane d’une distribution statistique s’expriment dans la méme unité que les

valeurs prises par le caractere étudié.
Il est a noter que la médiane présente ’avantage par rapport a la moyenne de ne pas dépendre des valeurs extrémes

qui peuvent étre suspectes voire aberrantes.

1
Exemple 2 La série (1;3;4;6;8;8) admet pour moyenne T = 6 x 30 = 5.

PROPRIETE 1 : Soit (2;);,;., une série statistique. On a :

Y (wi-1)=

1<i<N

I1.2 Parametres de dispersion

1. L’étendue

DEFINITION 3 : L’étendue R d’une série statistique est la différence entre la plus grande et la plus petite valeur
observées. On la note souvent R.

Exemple 3 Les séries (1;3;4;6;8;8) et (1;7;7;8;8;8) ont la méme étendue R = 7.

REMARQUE 4 : Comme l’étendue ne permet pas de différencier les séries, elle n’est pas ici une trés bonne mesure
de la dispersion. D’une fagon générale, quand il existe des valeurs extrémes, 1’étendue est une mesure médiocre de la
dispersion. Il est donc utile de faire appel a de nouveaux parametres comme la variance et 1’écart-type.

2. La variance et I’écart-type

(DEFINITION 4 : La variance de la série (i), <;<n €st le réel noté 0% voire s% défini par : A
| X
% =% > (@i —x)? (1)
i=1
Le réel ox est appelé écart-type de la série (z;).
N
Le réel 3. (z; — z)° est appelé Somme des Carrés des écarts (& la moyenne). On note :
i=1
N
SCEx =) (z:i—z)®
i=1
On a donc :
b2 SCEx
=
- N J

n

REMARQUE 5 : > (x; — 57)2 =

i=1 %

2,2+ nx? — 2T
1

n

o

(2

n n
(2 + 2% = 2zw;) = Y+ 02 - 28 ) w; =
i=1 i=1

1
n

n
Onadonc: Y (z; —2)° = 3 #;2 — nz? ce qui implique
i=1 i=1

1« 1
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P
REMARQUE 6 : La variance de la série (z;;m;) telle que > n; = N est définie par :
i=1

1
0'3( = NZ”Z (x4 —1_7)2
i=1

I’écart-type est faible, plus la série est homogene.
Il s’exprime dans la méme unité que les valeurs observées.

REMARQUE 7 : L’écart-type permet de mesurer la dispersion autour de la moyenne d’une série statistique. Plus

Exemple 4 Considérons la série (5;7;9;11;13).
Ona:z=9 EtSOE:(5_5_C)2++(13—S_C)2:4O

E
Ainsi : cr§< = % =8 etox = 2V2.

I1.3 Quartiles d’une série statistique

Les valeurs étant rangées par ordre croissant, on rappelle que la médiane partage la population en deux populations
(basse et haute).

DEFINITION 5 : On appelle premier quartile Q1 la médiane de la partie basse de la population, troisieme quartile Q3
la médiane de la partie haute de la population.

REMARQUE 8 : Les quartiles correspondent aux valeurs prises par le caractére qui partagent la série en quatre groupes

de méme effectif.
Le premier quartile peut étre considéré comme la plus petite valeur du caractere telle qu’ au moins 25 % des valeurs

lui sont inférieures ou égales.

DEFINITION 6 : L’intervalle [Q1; Q3] est appelé intervalle interquartile.
La longueur de cet intervalle L = @3 — @)1 est appelée écart interquartile.

REMARQUE 9 : L’intervalle interquartile est un parametre de dispersion qui élimine les valeurs extrémes qui peuvent

étre douteuses, ce qui est un avantage par rapport a I’étendue.
Cependant, il ne tient compte que de 50 % de la population ce qui engendre une perte parfois conséquente d’information.

Les quartiles ne sont qu'un cas particulier de la notion de quantiles (https ://fr.wikipedia.org/wiki/Quantile).

Bilan : Résumés d’une série statistique par ses parameétres

par rapport a la moyenne.
valeurs extrémes.

butions "normales” (courbe en cloche).

ou o correspond a l’écart-type de la population.

e Le couple (médiane ; étendue) est le plus ”simple” & déterminer mais ne permet pas de situer les valeurs extrémes
e Le couple (médiane; intervalle ou écart interquartile) est plus précis que le précédent car il est insensible aux

e Le couple (moyenne; écart-type) est le couple le plus fréquemment utilisé, notamment pour décrire des distri-

Il ’avere que, dans ce cas, environ 68 % des valeurs sont comprises entre T — o et Z + o , environ 95 % des
valeurs sont comprises entre T — 20 et T + 20 et plus de 99 % des valeurs sont comprises entre T — 30 et T + 30
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11.4 Représentation graphique d’une série a ’aide d’un boxplot

Pour représenter une série (variable) quantitative, il est souvent utile d’utiliser un boxplot (boite & moustaches). On
repere sur la boite a moustaches d’une variable :

e 1’échelle des valeurs de la variable, située sur ’axe vertical ;

e la valeur du premier quartile 1, correspondant au trait inférieur de la boite;

e la valeur de la médiane M., représentée par un trait horizontal a I'intérieur de la boite;
e la valeur du troisieme quartile 3, correspondant au trait supérieur de la boite;

e les 2 «moustaches> inférieure et supérieure délimitent les valeurs dites adjacentes qui sont déterminées a partir
de I’écart interquartile (Q3 — Q1). La valeur extréme de la moustache inférieure correspond a la plus petite des
valeurs supérieures ou égales & Q1 — 1,5 * (Q3 — Q1). La valeur extréme de la moustache supérieure correspond
a la plus grande des valeurs inférieures ou égales & Q3 + 1,5 * (Q3 — Q1) ;

e D’éventuelles valeurs suspectes situées au-dela des valeurs extrémes définies ci-dessus peuvent apparaitre et
sont représentées par des marqueurs (rond, étoile, etc.). Dans le cas ol il n’existe pas de valeur suspecte, les
valeurs extrémes des moustaches correspondent aux valeurs minimales et maximales.

Exemple 5 Considérons la série suivante : (1;3;4;5;6;7;9;10;17).

Ona:M,=6 ; Q1=4 ; Q3=9. Ainsi, Q3 — Q1 =5 ce qui induit que :

Q1—1,5%x(Qs—Q1) =—-3,5 et Q3+ 1,5%x(Qs— Q1) = 16,5. Il y a donc une valeur suspecte (17). Les valeurs extrémes
des <moustaches> étant égales a 1 et 10.

On obtient la représentation graphique suivante :

Représentation de la série

01 3 5 7 91012 15 1820

REMARQUE 10 : (Box-plot et valeurs aberrantes)

Dans la boite & moustaches définie par TUKEY, la boite a pour longueur la distance interquartile (Q3 — @Q1), et les
moustaches sont basées usuellement sur 1,5 fois la longueur de la boite. Dans ce cas, une valeur est suspecte (atypique)
si elle dépasse de 1,5 fois ’écart interquartile au dessous du premier quartile ou au dessus du troisieme quartile.

Le choix de la valeur 1,5 par TUKEY a une justification probabiliste.

En effet, si une variable suit une distribution normale, alors la zone délimitée par la boite et les moustaches devrait
contenir 99,3 % des observations. On ne devrait donc trouver que 0,7% d’observations suspectes (outliers).
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IIT Statistique descriptive a 2 variables

ITI.1 Méthode des moindres carrés

On considere une série statistique double représentée par un nuage de points M; (2:; Yi)q<;<p-

Soit (D) une droite d’ajustement. Pour tout entier naturel i tel que 1 < i < n, on note P; le projeté de M; sur la
droite (D) parallelement & I’axe des ordonnées.

Ajuster ce nuage de point par la méthode des moindres carrés, c’est déterminer la droite (D) pour que la somme

n
> M;P;? soit minimale.
i=1

II1.2 Equations des droites de régression

Démonstration en annexe non exigible.

(Théoréme-Définition 1 : h
On consideére deux variables X et Y prenant respectivement les valeurs (z;);<;<,, €t (¥i)1<;<p-
La covariance de X et Y est le réel noté Cov (X,Y) ou oxy défini par :

1 n

Cov(X,Y) =—~> (2:=7) (yi —7)
=1
ou encore
1 n
Cov (X,Y) =~ ny TY =TY — TY

_ =t J

n
A noter que, tout comme la formule de la variance (2) , > (x; — Z)(§ — y;) peut s’écrire autrement en développant :
n n n

(@i =)y —y) = 2 (Y — 2y — Ty + TY) = Y- Ty — nTY — nTY + nry =

=1 =1 =1 3

1< _ LS -
n ;(xz - x)(yz -y) = n ;xzyz —nry

ol

;Y — NIY.

1

PROPRIETE 2 : La droite de régression de Y en X a pour équation Y = aX + b avec
Cov (X,Y)
a=—7"

Ox

et b=y —ax

florent.arnal@u-bordeaux.fr Page 6 / 12



Exemple 6 Considérons le nombre d’acheteurs potentiels d’un produit en fonction de son priz de vente.

Priz x; en euros 9 10 | 11 | 12| 18| 14 | 15| 16
Nombre y; d’acheteurs éventuels | 120 | 100 | 90 | 70 | 60 | 50 | 40 | 30

Le nuage de points associé a la série (x;;y;) laisse apparaitre un relation linéaire entre le nombre Y d’acheteurs
potentiels et le prix X .

60 80 100 120
I I I

40

T T T T T T T T
9 10 11 12 13 14 15 16

X

Calculons les coefficients de la droite de régression de'Y en X :
n

=12,5;5=10; Cov(X,Y) =123 (%, — %) (yi =) = = 3 y; — Ty = —66,25 et 0% = 5,25.
=1 =1

_ Cou(X,Y) —66,25

- o% 525

La droite de régression de 'Y en X a pour équation

Ainsi : a —12,62 et b=9y — aT ~ 227,74.

Y = —12,62X + 227,74

IT1.3 Résidus de la régression

DEFINITION 7 : On appelle résidus de Y par rapport a X les écarts e; = y; — 9; entre les valeurs observées de la
variable dépendante y; et les valeurs correspondantes y; = ax; + b calculées a ’aide de 1’équation de la droite de
régression de Y en X .

| REMARQUE 11 : Les valeurs g; sont aussi appelées valeurs estimées de la variable dépendante Y.

| PROPRIETE 3 : Les résidus sont de somme et de moyenne nulle.

n

Eneffet : > e;=> (yi — §i) =
i=1

=1 3

ol

(yi — (ax; +b)) =nj—anT —nb=n(g—aZ —b) =0
1

REMARQUE 12 : Les séries (¥;);<;<,, €t les estimations (¢;),,~,, ont donc la méme moyenne.

Exemple 7 Calculons les résidus associés a ’exemple précédent.
Dans un premier temps, nous déterminons les estimations en utilisant l’équation y; = —12,62x; 4+ 227,74.
On obtient : 114,16 ; 101,54 ; 88,92 ; 76,30 ; 63,68 ; 51,06 ; 38,44 ; 25,82

Ainsi, les résidus étant définis par e; = y; — 9;, on obtient :

584; ; —-1,54 ; 1,08 ; -6,30 ; -3,68 ; —1,06 ; 1,56 ; 4,18
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IT1.4 Coefficients de corrélation et de détermination

Ces coefficients permettent d’apprécier (partiellement) la pertinence et la qualité d’un ajustement.

DEFINITION 8 : On appelle coefficient de corrélation linéaire de la série (4, y;);<;<,, le nombre réel

Cov(X,Y)

0X0y

p(X,Y) =

| PROPRIETE 4 : Comme oxet oy sont positifs alors p(X,Y"), aet Cov(X, Y )sont de méme signe.

(DEFINITION O : (Les différentes SCE)

On considere (x;;¥;);<;<, une série statistique & deux variables constituée de n couples.

e La variabilité totale (des y;) est définie par :
SCE¢otale = Z (yi —9)°
o La variabilité expliquée SCEcyp, (par 'ajustement affine) est définie par :
SCEexp =D _ (5 = 9)°
Elle correspond a la SCE des estimations ;.

e La variabilité résiduelle SC Ereg est définie par :

SCEres = Z €z'2

\_ Elle correspond a la SCE des résidus.

Déterminons une relatiogs entre les différentes SQCE :
SCEigtale =2 Wi —9) =2 (Wi — i+ 9 —9)".
En développant, on a :
N2 L2 N A
SCEqgtale = 2 (Wi = 9)” + 2 (5 — 9)” + 22 (vi — 4:) (9i — 9)-
Or, (i —9:) i —9) = 2 (i —y—alzi —2)) (a(zi— 7)) = ad (yi —y—alz; — 7)) (z; —2) = 0. On en déduit

1
la relation explicitée ci-dessous :

PROPRIETE 5 :

SCEiytale = SCEexp + SCEres

DEFINITION 10 : Le coefficient de détermination d’une série statistique & deux variables X et Y est p?(X,Y).

—\2 2 —\2
Yi — ) a Li —T 2 2
N - SCEeyp EZ—:( ' _ ;( i~ %) _ 20% _ (oxy\ ok [ oxy
Il s’avere que : = 5 = 5 =05 = | —5— 5 = .
SCEotale noy noy Oy Ox Oy 0Xx0y
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PROPRIETE 6 : Le coefficient de détermination p?(X,Y’) correspond & la part de variabilité de Y expliquée par la
régression. On a :
2% v — SCEexp
totale

La relation SCE; 110 = SCEexp + SCEres induit la propriété suivante :

PROPRIETE 7 :
1. pPA(X,Y)<1
2. -1<p(X,Y)<1

A retenir :

L’ajustement sera d’autant meilleur que p?(X,Y’) est proche de 1.

En pratique : on considere que si 0,8 < |p(X,Y)| < 1, il y a une forte corrélation.

Si p2(X,Y) est proche de 1, on peut dire qu’il existe une corrélation importante entre les deux variables.

Mais ceci n’implique pas nécessairement ’existence d’une relation directe de cause a effet entre les deux variables.
La pertinence d’un ajustement affine peut étre vérifiée par I’étude des résidus dont la représentation graphique ne doit
faire apparaitre aucune tendance.

Sinon, malgré un coefficient de corrélation linéaire (ou de détermination) élevé, un autre ajustement sera souvent plus
cohérent ...

Exemple 8 Voici ci-dessous une représentation graphique des résidus calculés précédemment. Il ne laisse apparaitre
aucune tendance.

residus
-2

-6
L

Le coefficient de détermination p*(X,Y) est environ égal a 0,98. L’ajustement affine est donc pertinent.

Exemple 9 Le graphique ci-dessous représente les résidus associés a un ajustement affine avec un coefficient de
détermination p*(X,Y) est environ égal a 0,99.

10
|

resid
0

-10 -5

T T T T T
1 12 13 14 15 16

X

On voit clairement que les résidus sont positifs aux extrémités et mnégatifs au centre.
Le modéle linéaire n’est pas pertinent (un ajustement quadratique le serait).
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A retenir (Covariance et indépendance) :
1. Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0 (on a également p(X,Y) = 0).

2. Par contre, la réciproque n’est pas vraie comme le montre ’exemple ci-dessous.
Si Cov(X,Y) =0, cela n’implique pas que X et Y sont indépendantes.

Exemple 10

Considérons deux variables X et Y définies par le tableau ci-dessous :

z | 2]-1]0]1]2
vl 4] 1]0|1]4

Le nuage de points associé a la série (z;;y;), représenté ci-dessous, ne laisse apparaitre aucune liaison linéaire entre X
et Y.

2 4 0t 2
X
On a d’ailleurs :
Cov(X,Y)=0

Cependant, X et Y ne sont pas indépendantes car

Y =X>+1
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IV  Annexe (non exigible) sur la statistique descriptive & 2 variables

IV.1 Méthode des moindres carrés

On considere une série statistique double représentée par un nuage de points M; (24 Yi)1<;<,,-

Soit (D) une droite d’ajustement. Pour tout entier naturel i tel que 1 < ¢ < n, on note P; le projeté de M; sur la
droite (D) parallelement & I’axe des ordonnées.

Ajuster ce nuage de point par la méthode des moindres carrés, c’est déterminer la droite (D) pour que la somme

n
> M;P;? soit minimale.
i=1

IV.2 Equations des droites de régression

Msz 2 = (yl — [CLZCZ' + b])2 donc Z:l Msz 2 = Z:l [(ailfl + b) - yl]z

n
Ainsi, minimiser Y, M;P; ? revient & déterminer le minimum de la fonction ¢ définie sur R? par
=1

i [(az; + b) — yi]
i=1

On admet que si la fonction ¢ admet un extremum en (xo;yo) alors ses dérivées partielles s’y annulent.
d n
(ab) =2 3 ail(azi +8) —

da

0.y =23 [(azi + ) i

;li (a,b) = 0 implique ;:1 (axl + bx; — xzyz) = 0 soit a;:l 2 + bZ:l T; — g:l x;y; = 0.
cjlgg (a,b) = 0 implique ;::1 [(az; + b) — y;] = 0 soit ag:l x; +nb— ;:1 y; = 0.

On a donc :
n n n n n
Szyi=ad. z2+bY 2 et S yi=ad x+nb
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
En posant o = Z rilet 3= x;,ona:
=1 i=1

a B TiYi
En notant M la matrice définie par M = ( 3 n

N———

©]

B

=

5
7N
o Q
N———

I
p=1000
IS

s
Il
-
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La matrice M est inversible si et seulement si na — 52 # 0 soit na — (nz)? #0 .

1
M inversible équivaut donc & —a — Z2 # 0. D’apres ce qui précede, on en déduit que :
n

1
M inversible ssi — 3 (z; — z)* # 0.
N =1
Or: Y (a:i—f)Q:0<:>Vi€{1;2;...;n},xi—£20<:>w€{1;2;...;n}, T; = I.

1
Ainsi : M inversible si et seulement si les z; ne sont pas tous égaux.
1 _
Dans ce cas,ona: M~ ! = —— n p
no—pB2\ - «
n n
> Ty > Ty
“ i=1 a -1] i=1
2 Yi > Yi
=1 i=1

1=
n

n > ;2 — (nz)?
i=1

n n
1 n " nYS wiy — NIy Y Ty — NIy
AlnSla—iz<anlyz_ﬂzyl)_ =1 :z:nl
no — B i=1 i=1 Z xi2 _ ni.2
i=1
Quant 4 b, on a :

n n n n
1 . . —nT 3wy 0y 3wt Ty iy Gy v
b=—72 (—5 Ty +a )y, yi) = =1 =1 =l i=1
i=1

_ B2 - n n
no — 3 i=1 n Y. z;2 — (nz)? > x;2 — nx?
i1 i=1

n n
i < ;2 — na_:Q) -z <Z TiYi — na‘:ﬂ)
i-1 i=1

Cette relation peut s’écrire : b = — =9y —ax.
> a2 — na?
i=1
En conclusion, ¢ peut admettre un extremum uniquement en (a;b) tel que
n
> iy — nTY
i=1 _ _
a=—— et b=y —ax

n
> a2 —
i=1
En considérant b = §y — aZ, on obtient :

wlab) = 2, (al@i —2) + (7 - vi)* = 2 (a®(zi — 2)* + (7 — y:)* + 2a(2; — 2)(F — )"
©(a, b) peut donc s’écrire sous la forme :

n n n

pla,b) =a®y (2 —2)°+20 Y (w2 — )T — ) + Y7 — )’

i=1 i=1 i=1
On constate que, si b = § — aT alors ¢(a, b) est un polynéme du second degré avec un coefficient du terme dominant
positif. Cette fonction admet donc un minimum ce qui permet de conclure que les réels a et b obtenus précédemment
n
permettent de minimiser Y M;P; 2.

i=1
Une équation de la droite d’ajustement de Y en X est donc Y = aX + b avec
n n
ziyi —nxy Y (xi—2) (yi —9) (@i —2) (y:i — )
= — = et b=y—ax

i=1 =
n
(z; — 3)°

N-MS
=

M:l

> (i — 1)

i=1

M=

z? — nz?

1 4

S|

1

.
Il
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