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Niveau de difficultés des exercices

Pour vous aider a vous positionner, les exercices sont repérés par des x avec la signification suivante :
* : exercice facile (application directe du cours, exercice de révision, ...).
*x : exercice de niveau intermédiaire mettant en jeu des compétences attendues.

*x* : exercice proposant un prolongement ou faisant intervenir des notions difficiles (compétences non exigibles).



TD 1 : Développements limités I

Capacités attendues :

e Utiliser le théoreme de Rolle pour établir ’existence de zéros d’une fonction.

e Déterminer un développement limité ou un équivalent d’une fonction.

e Utiliser un développement limité ou asymptotique pour calculer une limite ou déterminer une asymptote.

| Autour de la dérivation |

Exercice 1 : *x

1. (a) Montrer que la dérivée de la fonction f: x — /1 — 22 s’annule en (au moins) un réel de l'intervalle
[—1;1].
(b) Tracer la courbe de f dans un repére orthonormal.
En quelle.s valeur.s semble s’annuler la dérivée?

(c¢) Confirmer cette conjecture.

2. Inégalité des accroissements finis
Soit f une fonction dérivable sur [a; b] telle que, pour tout x € [a;b], | f'(x)] < M.
(a) Montrer que : |f(b) — f(a)| < M |b— al.
(b) En déduire que, pour tout réel x non nul, on a : ’%‘ <1.

Exercice 2 : xx*
Soit k un entier naturel non nul.

1. Appliquer le TAF & la fonction In sur [k; k + 1].

"1
2. En déduire la limite de la suite de terme général u,, = Z T
k=1

Exercice 3 : xx %
Soient f, g : [a,b] = R deux fonctions dérivables. On suppose que :

Vz € [a,b],¢'(z) # 0

1. Montrer que g(a) # g(b).

2. En considérant la fonction h : x — g(x)(f(b) — f
que :

—

a)) — f(x)(g(b) — g(a)), montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel

Exercice 4 : ***
En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction exponentielle, montrer que :

"1
e=lm D5

‘ Fonctions équivalentes ‘

Exercice 5 : *x

1. Déterminer des équivalents polynomiaux de degré minimal au voisinage de 0 pour les fonctions suivantes :
frxw—aze® ; grxwxsin(z) ; h:zw— xln(l+ 3z).

2. A Taide d’équivalents, déterminer les limites suivantes :
q »

. i . 27

lim SnGz) ; lim &3¢

x—0 r rz—+oo T +a




Recherche de DL |

Exercice 6 : xx

1. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction f : z + x coszx.

e“+e "
5 —-

2
3. Déterminer le DL d’ordre 5, au voisinage de 0, de la fonction f :  + 2% sinz.
4

. Déterminer le DL d’ordre 4, au voisinage de 0, de la fonction cosh : x —

1
Vi-z®

. Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de  — +/1 + z ainsi que celui de = >

Exercice 7 : xx

1

1. Déterminer le DL d’ordre 4 au voisinage de 0, de g : x — 722

En déduire le DL d’ordre 5 de arctan.
Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction h :  — e”In(1 + x).
Déterminer le DL d’ordre 3, au voisinage de 0, de la fonction f : 2 — In(cos ).

Déterminer le DL d’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction f : z — irey-
x

Déterminer le DL d’ordre 2, au voisinage de 3, de la fonction h : z +— In(1 + z).

A

Déterminer le DL d’ordre 4, au voisinage de 0, de la fonction g : x +— €%,

Applications des DL

Exercice 8 : xx

l—cosxz _ 1
73

1. Déterminer lim 5
O xT

T—
In(14-x)—sinz—cosx+1

2. Déterminer lim

20 tanz—x
’ . . xT
3. Déterminer lim (1—|— 2) .
T—r—+00 i

Exercice 9 : *x Asymptotes & une courbe au voisinage de +o0o
En utilisant un développement asymptotique, déterminer une équation de I’asymptote a la courbe représentative
des fonctions définies ci-dessous ainsi que la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

L. f(x) =2V2%+ 6z
2. g(x) =22 (e% — 1)

Exercice 10 : xx Capacité d'un condensateur cylindrique

Soient deux conducteurs cylindriques coaxiaux C; et Co, de longueurs infinies et de bases circulaires, tels que
Cs enveloppe completement Cf.

C est alors 'armature interne du condensateur ainsi constitué et Cy son armature externe.

Notons R; le rayon du conducteur C; et Ro le rayon interne du conducteur Cs.

La capacité C d’un trongon de longueur /i de ce condensateur est

2meh
C=—F—
(k]
Montrer que, si Re est voisin de R; alors
27TR1 h
C~eg———
Ry — Ry
. PR __5
A noter que cette formule est & rapprocher de celle de la capacité d’un condensateur plan pour lequel C' = e5.

Exercice 11 : *x*
Soit f : R* — R définie par f(z) = S~

er—1°

1. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement, noté f, est dérivable en 0.

2. Quelle est alors la position relative de la courbe de J?par rapport & sa tangente au point de coordonnées
(0;1)7

Exercice 12 : xx*
Former le développement asymptotique quand x tend vers +oo de arctanx a la précision z%



TD 2 : Intégrales impropres I

Capacités attendues :
e Etudier la nature d’une intégrale impropre.
e Calculer une intégrale impropre convergente.

Exercice 1 : *xx
Etudier la nature des intégrales suivantes :

“+o00 “+o0 1 “+o00 “+o00
I—/e*tdt-I— 1dt-1—/1dt-1—/1dt-1—/1dt
1 — 3 2 — 1 T+t ’ 3 — P ) 4 — \/E ) 5 — 1 + t2
0 0 0 0 0
Exercice 2 : *xx
Etudier la nature des intégrales suivantes :
“+o00 “+o00 1 “+o0
1 . _ 1 _ , 1
Iﬁ = t_3 dt ] I7 = cost dt ] 18 = t_2 dt ; Ig = S m dt
0 0 -1 0
Exercice 3 : xx
1. On considere I'intégrale
“+o0
1
1= — dt
/ 2 1
2
(a) Justifier que I est convergente.
(b) Calculer cette intégrale.
2. On considere l'intégrale
+oo
1
J = In{1+ 7] dt
1
(a) Justifier que J est convergente.
(b) Calculer cette intégrale.
3. On considere I'intégrale
+oo
K = / L
) (t+1) Vit
(a) Justifier que K est convergente.
(b) En posant 2 = v/%, calculer cette intégrale.
Exercice 4 : xx*
+oo +oo
1. En utilisant la convergence de / e~! dt, montrer celle de / et dt.
0 0

+oo
2. La fonction I" est définie sur ]0; +-o0[ par I'(z) = / t"te~t dt.
0
(a) Montrer que, pour tout >0, ona: I'(z + 1) = zI' ().
(b) En déduire une expression de I' (n) pour n entier naturel non nul.
+00
(¢) En admettant que / et dt = g, calculer I (3).
0



+oo +oo
(d) Déterminer / e™2%" dz et en déduire la valeur de \/%_ﬂ / e 2% dg.
0 —0o0

Exercice 5 : **x*
On définit le produit de convolution de deux fonctions f et g, noté f x g, par

+o0
(f+g)(x) = /f(t)g(w—t) dt

1. Vérifier que : fxg=g=x* f.
2. On considere les fonctions f et g définies par f (z) = azu (x) et g (x) = e "u ().
(a) Représenter graphiquement les fonctions h: z — f(z —2) et k: z — f(z) — f(z — 2).

(b) Déterminer le produit de convolution des fonctions f et g.

Exercice 6 : *xx

Dans cet exercice, on consideére une fonction f définie sur R et nulle sur |—oo; 0].
+oo

On counsidere la fonction F' définie par F (p) = / e P (t) dt, p > 0.
0

1. On considere la fonction f définie par f(t) = e™9.

Moutrer que, si a + p > 0 alors F (p) = —ra-

2. On considere la fonction f définie par f(t) =t™ (n € N).
En admettant existence de F', déterminer son expression.

Exercice 7 : x%x
On note

I/ngd_x
0 xr +1

+oo

1. Etablir que

2. En déduire la valeur de I.



™D 3 : Equations différentielles I
Capacités attendues :

e Résoudre une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants.
e Résoudre une équation différentielle du premier ordre & coefficients non constants.
e Résoudre une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

Exercice 1 : *x
Résoudre les équations différentielles du 1°* ordre suivantes :

1.y =y+1lety(0)=1
2. zy’ +y = 0 sur |0; +00[

Exercice 2 : *x
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. 2%y —y=0et y(1) =2 sur ]0; +oo|
Yy +2y=x+5

xy — 2y = 22 sur |0; +o0|

Yy + 2y = 2e”.

y' — 2y = > avec y (0) = 1.

O W

Exercice 3 : xx

Résoudre, sur |—1; +oo[, Iéquation différentielle suivante : (z 4+ 1)y’ — 2y = ® (z + 1)°.

Exercice 4 : %%
On considere 1’équation différentielle (E) :
y +y = cost
1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E).
2. Donner la solution générale de (E) sous la forme ¢ — Ce™* + Asin (wt + ).
3. Déterminer la solution de (E) vérifiant y (0) = 0.

Exercice 5 : *x
Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

Loy"+4y +5y=0
2. y" =2y’ =3y =0 avec y (0) = 0 et y' (0) = 4.
3.y’ — 2y +y =0 avec y(0) = 2.

Exercice 6 : *x
Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

1. y” + 4y = 10, sachant que y (0) = 0 et 3’ (0) = 0.
2. y" — 4y +5y=0.

3.y —4y +5y=uz.

4y — 4y +5y =z +e>.

Exercice 7 : ***
Résoudre I'équation différentielle suivante :

Yy’ + 4y + 8y =sinx



Exercice 8 : xx

1. Résoudre I'équation différentielle % + R—lcq =0 ol R et C sont des constantes non nulles.

2. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) %—I—%ZO.

(b) m% + pv = mg.
3. Intensité dans un circuit électrique

(a) Résoudre I’équation différentielle L% + Ri = E sachant que i (0) =0 (R, L et Esont des constantes

non nulles).

(b) En déduire la durée to au terme de laquelle i(ty) = 1 lim 1.

Exercice 9 : xx*
Déterminer les fonctions f : [0;1] — R dérivables telles que :

Vo € [0;1], f' (z) + f (z) = £(0) + £ (1)

Indication : L’équation différentielle associée est du type vy’ +y=D ...

Exercice 10 : xx*
Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que :

VzER,f(z):/tf(t)dtJrl
0

Indication : On peut montrer que f est dérivable et déterminer une équation différentielle du premier ordre
vérifiée par f ...



TD 4 : Suites '

Capacités attendues :

e Déterminer la nature d’une suite et sa limite éventuelle.

e Exprimer le terme général d’une suite définie par récurrence.

e Exprimer le terme général d’une suite arithmétique, géométrique, arithmético-géométrique.

Calculs de limites - Etudes de convergence

Exercice 1 : *

Etudier la convergence des suites suivantes définies par la donnée de leur terme général :
_3n-2 2 _ _or 243
Towra U T Ui T g T g

Un

Exercice 2 : xx
Etudier la convergence des suites suivantes définies par la donnée de leur terme général :

2n
1 =1

3=

Up =N

Exercice 3 : *x %
On considere les deux suites (uy,) et (vy) définies, pour tout entier naturel non nul n, par :

n

1 1 1

k=0

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

Exercice 4 : xxx [Suite du type un+1 = f(un)]
L’objectif de cet exercice est de déterminer, si elle existe, la limite de la suite (u,) définie par : ug = 0,5 et

Uni1 = 24/ Uy — Up.
1. Etudier les variations de la fonction f définie sur [0;1] par f(z) = 2y/Z — .
2. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
3. Conclure quant a la convergence de la suite (uy,).
4

. On note ¢ la limite de la suite (uy,).
Montrer que : £ = 2v/¢ — £ sur [0;1]. Conclure.

‘ Suites géométriques et arithmétiques

Exercice 5 : *x
On note (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par u,, = Q’Eﬂ.

1. Vérifier que la suite (u,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

2. Quelle est la limite de (S,,) définie par S,, = Y ux ?
k=0

Exercice 6 : xx
On note (uy,) la suite définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n, par u, 1 = e /uy.
On note (vy,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = In (u,) — 2.

1. Vérifier que la suite (v,,) est une suite géométrique.

2. En déduire 'expression de u,, en fonction de n et la limite de la suite (uy,).



Suites linéaires récurrentes d’ordre 1 |

Exercice 7 : *x
Exprimer u,, en fonction de n ainsi que la limite éventuelle des suites (u,) définies par :

(a) Bupy1 —2u, =6 ;5 ug="7.

(b) Unt1=3un+2 ; up=2.
Exercice 8 : x %%
Soient (uy,) et (vy) les suites déterminées par ug = 1, vg = 2 et pour tout n € N :
Un+1 = 3Un + 20y, €t vpp1 = 2uy + v,

1. Montrer que la suite (u, — v,,) est constante.
2. Prouver que (uy,) est une suite arithmético-géométrique.

3. Exprimer les termes généraux des suites (uy,) et (vy,).

‘ Pour aller plus loin ‘

Exercice 9 : **x*
Soient (z,) et (y,) deux suites réelles telles que, pour tout entier naturel n,

Tn — Yn T, + Yn
Tpt1 = —F—— e Ypy1 = —

2
En introduisant la suite complexe de terme général z,, = x,, + jy,, montrer que les suites (z,,) et (y,) convergent
et déterminer leurs limites.

Exercice 10 : xx*
Démontrer que, pour tout n > 3, ’équation te™" = % admet une unique solution sur ]0; 1] notée py,.

Démontrer alors que la suite (py),,-5 converge vers 0 et prouver que : p, ~ <.

t

Exercice 11 : xxx
Considérons la suite de terme général S, =1+ % + ...+ %

1. Démontrer que, pour tout entier non nul n, So, > % +S,.

2. Démontrer, & l’aide d’un raisonnement par ’absurde, que la suite (S,,) est divergente.

Exercice 12 : x* [Intégrales de Wallis]

/2
Pour n € N, on pose I, = / sin” ¢ dt.
0

w/2
1. Montrer que I,, = / cos™ tdt et I, > 0.
0

Montrer que pour tout n € N, on a I, 2 = Z—Elw

Donner une expression de I,, a l'aide de factoriels en distinguant les cas n = 2p et n = 2p + 1.

Etablir que pour tout n € N, (n + 1)l 11, = § et Inyo < Iny1 < 1.

A

Déterminer un équivalent de I,,.



TD 5 : Transformées de Laplace I

Capacités attendues :

e Déterminer, notamment par calcul, la transformée de Laplace d’une fonction.
e Déterminer la transformée de Laplace inverse d’'une fonction.

e Résoudre une équation différentielle en utilisant la transformée de Laplace.

Exercice 1 : *xx
Représenter les signaux suivants ci-dessous et déterminer, par calcul, la transformée de laplace associée.

) = tult) et g(t) = u(t) — ult —2)

Exercice 2 : xx
Déterminer, par calcul, la transformée de Laplace de la fonction f définie par

ft) = tu(t)

Exercice 3 : *x %
Déterminer le domaine de définition de la fonction F (d’une variable réelle) définie par

—+oo
F(z):/ t2e~ "t dt
0

Exercice 4 : *
Représenter les courbes représentatives des fonctions suivantes :

[t sin(t) u(t) fiitersin()u(t— %)
fg:tHu(t)sin(t—%) f3:t|—>sin(t—%)u2t—

)

INE

3
hetes2tfu(t) —ult—1)]  hy it Y h(t—Fk)
k=0

Exercice 5 : *x
Déterminer les transformées de Laplace des fonctions définies par :

f(t) = [4+ 2 cos (3t)] u(t) g9(t) =1
(t) = (2t — 1) u(t) i(t) = (

j(t) = [2cos (wt — F)] u(t) k() =u(t) —u(t—2)

1(t) = tu(t) — u(t —2)] m(t) =27 [u(t) — u(t — 2)]

Exercice 6 : *x
Déterminer les transformées de Laplace des fonctions définies par :

f(t) = [te ] u(t) et g(t) =[(2t+ 3)cos (wt)] u(t)
Exercice 7 : *x
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f définie par :

0 si t<
t

f(t):{ 2(:05(15—%) si

1V )y
wlx

Exercice 8 : xx
Déterminer la transformée de Laplace inverse de la fraction rationnelle F' définie par




10

Exercice 9 : %
Déterminer la transformée de Laplace inverse des fractions rationnelles suivantes :

By =2 R =5
Fy(p) = it Fi(p) = E
(p+3) P> +2p+3)(p—1)

Exercice 10 : %
En utilisant la transformation de Laplace, résoudre les équations différentielles suivantes :

1. y” + 4y = —6 cos(t)u () avec y (0) = —1 et 3’ (0) = 0.
2. y' 4+ y = cos(t)u(t)
3. 2”7 + 22" + 3z = 3e~2tu(t) avec x (0) = 0 et 2’ (0) = 0.

Exercice 11 : %
Résoudre, & I'aide de la transformée de Laplace, ’équation différentielle (E) définie sur [0; +o00[
(r, E1 et Ey étant des constantes)

Exercice 12 : xx%

N
Soit F (p) = o) Eg avec N et D deux polynémes de R [X] tels que deg(N) < deg(P) .

On suppose, en outre, que F' posséde uniquement deux poles complexes conjugués simples de la forme o« = a =+ 5b.

1. Démontrer que son original est de la forme f : ¢t +— Ke®!sin (bt + ).

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les poles complexes pour que lim f = 0.
—+oo
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TD 6 : Séries numériques I

Capacités attendues :
e Déterminer la nature d’une série numérique (en utilisant notamment les criteres de Cauchy et d’Alembert).
e Calculer la somme d’une série numérique.

Exercice 1 : *xx
Déterminer la nature des séries numériques de terme général :

n24+n+1 (1) eVn n2+n+1 dn+5 3n
N COS N ; ; ;

n2—2n+3 n 7 nAt—2m+3 ' n24+2n+8 ' Bntl

Exercice 2 : xx
Déterminer la nature des séries numériques de terme général :

-3 . VAFI-vE o (nl\T 1
gtltq 0 C ’ N ' n '

Exercice 3 : ***
Pour tout n € N, on pose

1. Déterminer la limite de la suite (I,,).

2. Montrer que I, = In41 + —(nh)!'

+oo
3. En déduire que . L =e.

n=0
Exercice 4 : *xx

1. Montrer que la série Y ﬁ est convergente puis calculer sa somme.

2. Caleuler 3 (1)°, 3 & et 30 (3)"
n>0 E>1

k>0
+oo 1
3. En utilisant que — = e, calculer les sommes suivantes :
q =
n=0
(a) > 2tL.
n>1 ’
2
(b) > .
n>0

Exercice 5 : Série harmonique alternée x x x
Une série alternée est une série Y uy, telle que la suite de terme général (—1)"u,, soit de signe constant.

(1"

Dans cet exercice, on considere la série de terme général v,, =
n

On introduit les suites (a,) et (by,) telles que :

2n+1

2n
an = E v et b, = E VL
k=1 k=1

En utilisant les suites (a,,) et (by,), montrer la convergence de la série Y u,, .
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Exercice 6 : Regle de d’Alembert xx
L’objectif de cet exercice est de démontrer la regle de d’Alembert et de ’appliquer sur quelques exemples.

Enoncé de la régle de d’Alembert (3 connaitre) :

Un+1
Un

Soit (uy,) une suite & termes strictement positifs telle que lim

= L (la limite étant finie ou infinie).
n—-+oo

e Si L > 1 alors la série ) u,, diverge.

e Si L < 1 alors la série ) u, converge.

e Si L =1 alors on ne peut conclure.

Partie 1 : Démonstration de cette regle x
1. Montrer que si L > 1 alors la série Y u,, diverge.
2. Montrer que si L < 1 alors 3Ny € N, Vn > N, “Z—:l < LA
En déduire que : Vn > Ny, u, < (%)n#\]U X up, puis conclure quant & la CV de > uy,.

3. Montrer, a ’aide d’exemples, qu’on ne peut conclure lorsque L = 1.

Partie 2 : Applications
Etudier la nature des séries suivantes :

n! z" 2X4%x6X%X..X2n

n>1 n>0 n>1

Exercice 7 : Reégle de Cauchy xx

L’objectif de cet exercice est de démontrer la regle de Cauchy et de I'appliquer sur quelques exemples.

Enoncé de la régle de Cauchy (A connaitre) :

Soit (u,) une suite & termes strictement positifs telle que 1irJ1;1 /u, = L (la limite étant finie ou infinie).
n—+00

e Si L > 1 alors la série Y u, diverge.
e Si L <1 alors la série Y u, converge.

e Si L =1 alors on ne peut conclure.

Partie 1 : Démonstration de cette regle x
En utilisant des suites géométriques, démontrer les deux premiers points.
Montrer, a I'aide des séries de Riemann, qu’on ne peut conclure lorsque L = 1.

Partie 2 : Applications
Etudier la nature des séries suivantes :

Exercice 8 : x%x
Etudier la nature des séries suivantes :
Z =" Z =" Z (-n"
4n ’ n? ' n—+/n
(71)7’1

Pour I’étude de la dernieére série, on pourra utiliser la convergence de la série A
? n

Exercice 9 : x+%x*

+oo +o00 5
N P L2 T s 1 s 1 _ =
Apres en avoir justifié lexistence, calculer ) ) Grn? o utilisant que ) ==
n= n=






